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Ãëàâà 0

Ââåäåíèå

À. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïî ñâîåé ïðîáëåìàòèêå äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà íà ñòûêå íåñêîëüêèõ
ðàçäåëîâ àíàëèçà: òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ãåîìåò-
ðèè "â öåëîì". Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè íóëåâîé ñðåä-
íåé êðèâèçû (èëè ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå
èõ îáîáùåíèå � p-ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Ïî ñâîèì òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíûì
õàðàêòåðèñòèêàì ïîâåðõíîñòè äàííîãî êëàññà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäõîäÿùèå
îáîáùåíèÿ êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ðàññìàòðèâàåìûé êðóã çàäà÷ è èñ-
ïîëüçóåìûå ìåòîäû áîëüøåé ÷àñòüþ ïðèíàäëåæàò òåîðèè ôóíêöèé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â èññëåäîâàíèÿõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé áûëà îòìå÷åíà ãëó-
áîêàÿ ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèåé ðåøåíèé ýë-
ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è âíåøíåé ãåîìåòðèåé ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé, ïîãðóæåííûõ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îäèí èç îñíîâíûõ êëàññîâ çàäà÷
îòíîñèòñÿ ê ìèíèìàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì è ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà,
Ý. Áîìáèåðè, Ý. Äæóñòè, É. Íè÷å, Ð. Îññåðìàíà, Ë. Ñàéìîíà, Ð. Ôèííà, À.Ò. Ôîìåí-
êî, Þ.À. Àìèíîâà, À.À. Áîðèñåíêî, Â.Ì. Ìèêëþêîâà, È.Õ. Ñàáèòîâà, Å.Â. Øèêèíà è
äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Â ðàáîòå [7] Áîìáèåðè, Äå Äæîðäæè è Äæóñòè èññëåäîâàëè êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, îòíîñÿùèåñÿ ê èçâåñòíîé ïðîáëåìå Áåðíøòåéíà, èñõîäÿ èç
âíóòðåííèõ ñâîéñòâ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé. Îñíîâîé èõ ðàññóæäåíèé ñëóæèëî òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî ñóæåíèåì êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïîãðóæåíèÿ è ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ
íà ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿþòñÿ (ñóá)ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè êàê ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, íà
êîòîðûõ a priori îïðåäåëåí çàïàñ (ñóá)ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, îòðàæàþùèõ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîïðîñû ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèâîäÿò ê çàäà÷àì, ðîäñòâåííûì
ïðîáëåìå óíèôîðìèçàöèè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ ïî-
èñêîì ïîäõîäÿùèõ îáîáùåíèé íà ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ òàêèõ òåîðåì êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ôóíêöèè, êàê òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ, Äàíæóà-Àëüôîðñà è äð. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ âîïðîñîâ òåñíî ïåðåïëåòàåòñÿ
ñ âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé è òîïîëîãèåé èçó÷àåìîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé. Òàêîé ïîä-
õîä ðåàëèçóåòñÿ â ðàáîòàõ Ë. Àëüôîðñà, Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà, À.Â. Ïîãîðåëîâà, Ø.Ò. ßî,
È. Õîëîïàéíåíà, Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâà, À.À. Ãðèãîðüÿíà, è äð.
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Çíà÷èòåëüíûé â ïîñëåäíèå ãîäû ïðîãðåññ òåîðèè äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé áûë ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ñóùåñòâóåò åñòâåñòâåííàÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ â òåðìèíàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, íàçûâàåìàÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ýííåïåðà-
Âåéåðøòðàññà. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ìíîãèå, ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïåðåôîðìóëèðîâàí-
íûå, âîïðîñû äâóìåðíîé òåîðèè ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè ôóíêöèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòàõ É. Íè÷å, Ð. Ôèííà, Â.Ì. Ìèêëþêîâà
áûë ðàçâèò ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äâóìåðíîé òåîðèè, íå îïèðàþùèéñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå
Ýííåïåðà-Âåéåðøòðàññà è îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìîäóëüíî-åìêîñòíîé òåõíèêè
è îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ êîíôîðìíîãî òèïà ïîâåðõíîñòè.

Â 1915 ã. Ñ.Í. Áåðíøòåéí [6] äîêàçàë ñâîþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó î ìèíèìàëüíûõ ãðà-
ôèêàõ. Èìåííî, åñëè f(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, îïðå-
äåëåííîå âî âñåé ïëîñêîñòè (ò.å. öåëîå ðåøåíèå), òî f(x, y) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàç-
âèòèå ìíîãîìåðíîé òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðåæäå âñåãî áûëî ñâÿçàíî ñ
ïîïûòêàìè îáîáùèòü òåîðåìó Áåðíøòåéíà íà ñëó÷àé á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Â 1968
ã. Äæ. Ñàéìîíçîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñâîåé ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêå òåîðåìà
Áåðíøòåéíà âåðíà òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè, ìåíüøèõ 8. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
êàê îòìå÷àåòñÿ â [56], âîïðîñ î òðèâèàëüíîñòè öåëûõ ðåøåíèé äîëæåí ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ â áîëåå øèðîêîì êëàññå, íàïðèìåð, â êëàññå ôóíêöèé, èìåþùèõ ïîëèíîìèàëüíûé
ðîñò. Ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ìíîãîìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â åâ-
êëèäîâîì è ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, áàçèðóþùèåñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìåðû,
ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ë. Ñàéìîíà, À.Ò. Ôîìåíêî, Ý. Äæóñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Cn ÿâëÿ-
åòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, ëîêàëüíî) ìèíèìàëüíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ÷åòíîé âåùåñòâåííîé
ðàçìåðíîñòè. Ñïåöèôèêà äàííîãî ïîäêëàññà ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ñîñòîèò â
âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Èçó÷åíèþ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â èõ ñâÿçè ñ ãåîìåòðèåé ïî-
ñâÿùåíû ðàáîòû Á. Ëîóñîíà, Äæ. Ñàéìîíçà, Ã. Ôåäåðåðà, Å.Ì. ×èðêè, Ø.Ò. ßî è äð.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â îñíîâå èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà ëåæèò óñòàíàâëèâàåìàÿ
ñâÿçü ââîäèìûõ íàìè ïîíÿòèé ïðîåêòèâíîãî è ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìîâ äëÿ ìèíè-
ìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîìïàêòíûì êðàåì. Îòìåòèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì
îòâå÷àåò çà òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê ñêîðîñòü
ðîñò îáúåìà íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå êîíôîðìíûå õàðàêòåðèñòèêè
ìíîãîîáðàçèÿ; âàæíûì ñâîéñòâîì äàííîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ åå óñòîé÷èâîñòü ê ëî-
êàëüíûì èçìåíåíèÿì ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîåêòèâíûé îáúåì, ïî ñâîåé ñòðóêòóðå, ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé, ó÷èòûâàþùåé èíòåãðàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîãðóæåííîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ "â öåëîì". Íàðÿäó ñ ââåäåíèåì íîâûõ ïîíÿòèé, â ðàáîòå òàêæå øèðîêî ïðèìå-
íÿþòñÿ ìîäóëüíûå è åìêîñòíûå ìåòîäû, à òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ñðàâíåíèÿ, ïîä-
õîäÿùèì îáðàçîì àäàïòèðîâàííûå ê ðàçðàáàòûâàåìîé òåìàòèêå. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä
â ðàçðàáîòêó ìîäóëüíîé òåõíèêè ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ êîíôîðìíîé è
êâàçèêîíôîðìíîé ñòðóêòóðîé âíåñëè Ô. Ãåðèíã, Þ. Âÿéñÿëÿ, Äæ. Äæåíêèíñ, Î. Ìàð-
òèî, Ñ. Ðèêìàí, Á.Â. Øàáàò, Ï.Ï. Áåëèíñêèé, Â.À. Çîðè÷, Ï.Ì. Òàìðàçîâ, Â.Â. Àñååâ,
À.Â. Ñû÷åâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãà-
åòñÿ íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîãðóæåííûõ
ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè
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äâóõ èíâàðèàíòîâ � ïðîåêòèâíîãî è ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìîâ òàêèõ ïîäìíîãîîáðà-
çèé; ïîëó÷åíà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ÷èñëà êîíöîâ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëü-
íîé ðàçìåðíîñòè è êîðàçìåðíîñòè ïîãðóæåíèÿ â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ åå èíòåãðàëüíî-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñðåäíèõ; óñòàíîâëåíà îãðàíè÷åííîñòü èíäåêñà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
íà äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè. Òåõíèêà îöå-
íîê ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà ïîçâîëÿåò ðåøèòü ðÿä çàäà÷ äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé ñ êîìïàêòíûì êðàåì (òàê íàçûâàåìûìè êîíöàìè). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé è ïðîåêòèâíûé îáúåì òåñíî ñâÿçàíû ñ ðîñòîì îáúåìà ïîâåðõíîñòè íà áåñêî-
íå÷íîñòè; ïðè ýòîì ïðèìåíåíèå ïåðâûõ õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿþò áîëåå ãèáêî ðåøàòü
çàäà÷è îá îöåíêàõ îáúåìà ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàñïðîñòðà-
íÿåì èçâåñòíóþ îöåíêó ðîñòà îáúåìà ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ (Áîìáèåðè, Àëüìãðåí,
Äæóñòè) íà øèðîêèé êëàññ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ êîìïàêòíûì êðàåì, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíûìè; äëÿ ãðàôèêîâ ïîëó÷åííàÿ íàìè îöåíêà
çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò óæå èçâåñòíûå. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî íàìè ïîíÿòèÿ âåêòîð-
ïîòîêà ìèíèìàëüíîé òðóáêè ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóìåðíûõ
ìèíèìàëüíûõ òðóáîê ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Óêàçûâàþòñÿ äðóãèå ïðè-
ìåíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ïîíÿòèé â äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ âîïðîñàõ òåîðèè
ìíîãîìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ è p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 162 ñòðàíèö è ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ è øåñòè ãëàâ. Ãëàâû ðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðàôû è ïóíêòû ñ ïîä÷èíåííîé íóìåðà-
öèåé. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 105 íàèìåíîâàíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [46]�
[48], [62], [72]�[84] è äîêëàäûâàëèñü íà ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:
Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó (Íîâîñèáèðñê, 1989), Âñåñîþçíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé øêîëå "Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà"(Êèåâ, 1991), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (Êàçàíü, 1992), Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèìåíåíè-
ÿì ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé (Âàðøàâà, 1994), Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåñ-
ñå (Öþðèõ, 1994), Ãåîìåòðè÷åñêîé êîíôåðåíöèè Òèõîîêåàíñêîãî ïîáåðåæüÿ (Ñèíãàïóð,
1994), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè â öåëîì (×åðêàññê, 1995), Ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Áóäàïåøò, 1996), Ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêîìó è ãëîáàëüíîìó àíàëèçó (Âîðîíåæ, 1997), II-é
Øêîëå "Àëãåáðà è àíàëèç"(Êàçàíü, 1997); à òàêæå â ðàçíîå âðåìÿ � íà ñåìèíàðàõ ïî
òåîðèè ôóíêöèé è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïðè Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå (ðóê.
àêàä. À.Â. Ïîãîðåëîâ), ÌÃÓ (ðóê. àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî), Áàíàõîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì
öåíòðå (Âàðøàâà), Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñòåêëîâà (Ìîñêâà), Íàöèîíàëüíîì Ñèí-
ãàïóðñêîì óíèâåðñèòåòå (ðóê. ïðîô. Ë. Ñàéìîí), Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (ðóê.
ïðîô. Þ.Ã. Ðåøåòíÿê). Âñå ðåçóëüòàòû ïîäðîáíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå "Íåëè-
íåéíûé àíàëèç"ÂîëãÃÓ (ðóê. ïðîô. Â.Ì. Ìèêëþêîâ).

Çà öèêë ðàáîò ïî òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé àâòîðó ïðèñóæäåíà 1-ÿ ïðåìèÿ
Ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ Âîëãîãðàäñêîé îáëàñòè (1995).

Îõàðàêòåðèçóåì êðàòêî ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïîñëå òîãî êàê â ïàðàãðàôå 1 èçëàãàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ åìêîñòè è ìîäóëÿ êîíäåíñà-
òîðà, â � 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîíöà (èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè) íåêîìïàêòíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ãëàâíûì îòëè÷èåì ââîäèìîãî ïîíÿòèÿ îò ïðîñòûõ êîíöîâ ïî
Êàðàòåîäîðè ñîñòîèò â òðåáîâàíèè ñâÿçíîñòè ýëåìåíòîâ öåïåé, ïîðîæäàþùèõ êîíåö
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ìíîãîîáðàçèÿ. Â ïðåäëîæåíèè 1.2 è ëåììå 1.1 ïðîÿñíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äàí-
íîé òåðìèíîëîãèè.

Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ òåîðåì òèïà Ëèóâèë-
ëÿ, Äàíæóà-Àëüôîðñà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà îáùèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâûâàåòñÿ íà ñïåöèàëüíûõ îöåíêàõ èíòåãðàëà Äèðè-
õëå ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ âçâåøåííîé îñíîâíîé ÷àñòî-
òû. Ïîñëåäíÿÿ õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì îáîáùåíèåì ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè. Åìêîñòíàÿ òåõíèêà øèðî-
êî ïðèìåíÿëàñü è ïðèìåíÿåòñÿ â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è òåîðèè
ôóíêöèé (ñì. Â.À. Êîíäðàòüåâ [33], Å.Ì. Ëàíäèñ [37], Â.Ã. Ìàçüÿ [41], Ðåøåòíÿê [61] è
öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà äàííûé ïîäõîä áûë
ðåàëèçîâàí â ðàáîòàõ Â.Ì. Ìèêëþêîâà [42], [44]. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ñëåäóåì ìåòîäó,
ðàçâèâàåìîìó â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [48].

Â �� 3,4 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Èç äîêàçûâàåìûõ òàì ðåçóëüòàòîâ óïîìÿíåì îáîáùå-
íèå òåîðåìû ×åíãà è ßî î íèæíåé îöåíêå ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ α-îïåðàòîðà
Ëàïëàñà. Â � 6 ìû äàåì òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïðåäïèñàííîé ñðåäíåé êðèâèçíîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ ìèíè-
ìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Â ãëàâå 2 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîåêòèâíîãî è ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà êîíöîâ ìèíè-
ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïëîòíîñòè ïîâåðõ-
íîñòè â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè è îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó õàðàêòåðèñòèê
âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè. Â îïðåäåëåíèè æå ïðîåêòèâíîãî îáúåìà ó÷àñòâóþò
ïàðàìåòðû âíåøíåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáà ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòàìè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ãîìîòåòèé è äâèæåíèé
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ñëóæèò óñòàíàâëè-
âàåìîå ðàâåíñòâî ýòèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ýòîé
æå ãëàâå ïðèâåäåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðîåêòèâíîãî îáúåìà äëÿ íåêîòîðûõ êëàñ-
ñîâ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Óïîìÿíåì òàêæå ñâîéñòâî ì�åáèóñîâîé èíâàðèàíòíîñòè
ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà. Ìû íå àêöåíòèðóåì äàííîå ñâîéñòâî â òåêñòå äèññåðòàöèè,
òàê êàê â íàñòîÿùèé ìîìåíò ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ãëóáîêèå ñëåäñòâèÿ èç
ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

Â ãëàâå 3 èçó÷àþòñÿ ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî
îáúåìà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà èìåþò êîíå÷íîå
÷èñëî êîíöîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçðàáàòûâàåìàÿ â ýòîé ãëàâå òåõíèêà îöåíîê ïðî-
åêòèâíîãî îáúåìà â òåðìèíàõ ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò ñâÿçûâàòü êîëè÷åñòâî êîíöîâ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè è åå
âíåøíå-ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ãëàâû 3 ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïåð-
âîé ãëàâû ê îöåíêàì èíäåêñà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íà äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà. Äîêàçàíû îöåíêè ÷èñëà "ãîðáóøåê êîòî-
ðûå ìîæíî ñðåçàòü ñ äâóìåðíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíî-
ñòè. Êàê äåìîíñòðàöèþ äåéñòâåííîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìû ïðèâîäèì íîâóþ
âåðñèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåðíøòåéíà, à òàêæå äàåì îöåíêè òîïîëîãè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòè â òåðìèíàõ êðàòíîñòè ïðîåêöèè íà äâóìåðíûå ïëîñêîñòè.
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Â ãëàâå 4 íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìîäóëüíîé òåõíèêè è ââîäèìîãî àâòîðîì èíâàðèàíòà
ìèíèìàëüíûõ òðóáîê (âåêòîð-ïîòîêà) ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ äâó-
ìåðíîé ìèíèìàëüíîé òðóá÷àòîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷è â îáùåì âèäå
áûëà ñäåëàíà â ðàáîòå Íè÷å [53]; ñ äðóãîé ñòîðîíû, àêòóàëüíîñòü äàííîé çàäà÷è ìîòèâè-
ðóåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé ìèíèìàëüíûõ òðóáîê êàê åâêëèäîâûõ àíàëîãîâ ðåëÿòèâèñòñêèõ
ñòðóí. Âåêòîð-ïîòîê òðóáêè â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñó ñòðóíû. Ìû ïîêàçû-
âàåì, ÷òî äëÿ òðóáîê êîíå÷íîé èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íî
ïðè óñëîâèè íåíóëåâîãî óãëà íàêëîíà âåêòîð-ïîòîêà ê îñè âðåìåíè. Óñëîâèå êîíå÷-
íîñòè èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû ñóùåñòâåííî, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ïîñòðîåííûå â
ïàðàãðàôå 3. Â ïàðàãðàôå 4 ìû ïîëó÷àåì îöåíêó íà âåëè÷èíó ãàóññîâà îáðàçà ñå÷åíèé
ìíîãîìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ òðóáîê. Êàê ïðèëîæåíèå, ìû äàåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî
ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà, íå îïèðàþùååñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå Ýííåïåðà-Âåéåðøòðàññà.

Â ãëàâå 5 ìû ââîäèì è èññëåäóåì êëàññ p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ò.å. ïîâåðõ-
íîñòåé, ó êîòîðûõ îäíà èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé âî âíóò-
ðåííåé ìåòðèêå ïîâåðõíîñòè. Åñòåñòâåííîñòü äàííîãî êëàññà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþ-
ùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ìû äîêàçûâàåì (òåîðåìà 5.2), ÷òî ãàóññîâî îòîáðàæåíèå
äâóìåðíûõ p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ (p − 1)-êâàçèêîíôîðìíûì (â ÷àñò-
íîñòè, ïðè p = 2 ïîëó÷àåì èçâåñòíîå ñâîéñòâî êîíôîðìíîñòè ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé). Â ýòîì ñìûñëå ââîäèìûé êëàññ êîíñòðóêòèâíî îïèñûâàåò
ïîâåðõíîñòè ñ êâàçèêîíôîðìíûì ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðûå ðàíåå èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ Ð. Îññåðìàíà, Ë. Ñàéìîíà, Â.Ì. Ìèêëþêîâà, Â.Ì. Êåññåëüìàíà, õîòÿ êîíêðåò-
íûå ïðèìåðû òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íèêîãäà íå ðàññìàòðèâàëèñü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå ôàêòû èç ãåîìåòðèè "â öåëîì"ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà êëàññ p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ýòîì ðóñëå
ìû ïîëó÷àåì ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ è äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Õàðàêòåðíàÿ
îñîáåííîñòü äîêàçûâàåìûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-
æäåíèå çàâèñèò íå îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà p, à îò äðîáè β = n−1

p−1
. Îñíîâíîé ïðèåì,

èñïîëüçóåìûé â ýòîé ãëàâå � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòî-
ãî æå ìåòîäà â ïàðàãðàôå 6 ìû äîêàçûâàåì îáîáùåíèå òåîðåìû Éîðãåíñîíà-Êàëàáè-
Ïîãîðåëîâà î âûïóêëûõ ðåøåíèÿõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ êâàçèïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çâåçäíûì ìèíèìàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì. Ïîâåðõíîñòè
äàííîãî êëàññà îáëàäàþò êîíå÷íûì ïðîåêòèâíûì îáúåìîì, è, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
ïðåäûäóùèõ ãëàâ, ìû ïîëó÷àåì, êàê ñëåäñòâèå, óòâåðæäåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå èõ ãåî-
ìåòðè÷åñêîå è àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðîåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó çâåçäíûìè ìèíèìàëü-
íûìè ïîâåðõíîñòÿìè è àêòèâíî èçó÷àåìûìè â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìèíèìàëüíûìè ãðàôè-
êàìè ñóùåñòâóåò ãëóáîêàÿ âçàèìîñâÿçü. Â ÷àñòíîñòè, â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà
ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ çâåçäíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, àñèìïòîòè÷åñêè
âïèñàííûõ â êîíóñû Ñàéìîíçà, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñóùåñòâî-
âàíèÿ çâåçäíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíîé äëÿ
ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ. Îäíèì èç ñëîæíûõ â òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ ÿâëÿåòñÿ
âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû Ñàéìîíà îòíîñèòåëüíî ýêâèâàðèàíò-
íûõ ãðàôèêîâ [67], [68] äàëè òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïîêàçàòåëÿ ðîñòà öåëûõ ðåøåíèé.
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñêîðîñòü âûõîäà íà àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ïîñòðîåííûõ íàìè
ïðèìåðîâ îòëè÷àþòñÿ îò ïîñëåäíåé âåëè÷èíû íà öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó.
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Ñäåëàåì çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åíèé, ïðèíÿòûõ â ðàáîòå. ×åðåçM ìû îáî-
çíà÷àåì íåêîòîðîå p-ìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå íåêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå; ÷åðåç M =
(M ;x) � ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìóþ C2-ãëàäêèì ïîãðóæåíèåì x : M → Rn. ×åðåç Ma(r)
îáîçíà÷åíà ÷àñòü ïîâåðõíîñòè M , ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè øàðà {x ∈ Rn : |x − a| < r};
Ma(r;R) = Ma(R) \Ma(r). Ñèìâîëàìè ∇, div è ∆ îáîçíà÷åíû îïåðàòîðû êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé, äèâåðãåíöèè è âíóòðåííèé ëàïëàñèàí. Ñèìâîëàìè capp è modp îáîçíà-
÷àþòñÿ êîíôîðìíûå åìêîñòü è ìîäóëü êîíäåíñàòîðà íà ïîâåðõíîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå
ïî ìíîãîîáðàçèþ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñìûñëå èíäóöèðîâàííîé ìåðû Ëåáåãà; ïðè ýòîì
îáîçíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà ìû íå èñïîëüçóåì, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê äâóñìûñëåííî-
ñòè. ×åðåç ωn è Ωn ìû îáîçíà÷àåì ìåðû Ëåáåãà ñôåðû è øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â
ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ è çàìå÷àíèÿ ïî òåìå íàñòîÿùåé ðàáîòû Â.Ì. Ìèêëþêîâó, À.Ã. Ëîñåâó è
ñâîèì êîëëåãàì ïî ñåìèíàðó "Íåëèíåéíûé àíàëèç".

B. Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Âñå óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ïðèíÿòóþ â îñíîâíîì òåêñòå íóìåðàöèþ.

Ãëàâà 1 "Îöåíêè èíòåãðàëà Äèðèõëå íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ". a)
Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì ∂M . Cåìåéñòâî
íåïóñòûõ ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ {Oi} ñ êîìïàêòíûìè ãðàíèöàìè íàçûâàåòñÿ
öåïüþ, åñëè

(i) Oi+1 ⊂ Oi è Oi

⋂
∂M = ∅;

(ii) ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèé
⋂∞
i=1 Oi ïóñòî.

Ïóñòü {Fi} � èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿ M ñåìåéñòâîì êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Fi ⊂
intFi+1,

⋃
i Fi = M . Òîãäà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî

êîíöîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî èñ÷åðïàíèÿ êîíå÷íà âåëè÷èíà supi q(Fi),
ïðè ýòîì

`(M) = sup
i
q(Fi) = lim

i→∞
q(Fi),

ãäå `(M) � ÷èñëî êîíöîâ ìíîãîîáðàçèÿ M , q(F ) îçíà÷àåò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ F , èìåþùèõ íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå.

á) Ïóñòü h(m) : M → (0;h0) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C∞(M\Σ0), ãäå ÷åðåç
Σ0 îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íóëåé h(m). Ââåäåì äëÿ äàííîãî t ∈ (0;h0)

Bh(t) = {m ∈M : h(m) < t}, Σh(t) = {m ∈M : h(m) = t}.

Ôóíêöèÿ h(m) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ íà M , åñëè Bh(t) � ïðåäêîìïàêò
äëÿ ëþáîãî t ∈ (0;h0), |∇h(m)| > 0 ïî÷òè âñþäó â M è limk→∞ h(mk) = h0 âäîëü ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè mk ∈M , íå èìåþùåé òî÷åê íàêîïëåíèÿ íà M ∪ ∂M .

Ïóñòü f(m) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîé ïîñòî-
ÿííîé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà U ⊂M ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì âûïîëíåíî

max
m∈∂U

f(m) = max
m∈U

f(m).

×åðåç Z (f) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê m, äëÿ êîòîðûõ ∇f(m) = 0.
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Íàçîâåì ñåìåéñòâî îáëàñòåé {D(τ) : τ ∈ (α, β)} íà M àñèìïòîòè÷åñêèì òðàêòîì
ôóíêöèè f(m) åñëè: (i) äëÿ ëþáîãî τ ∈ (α, β) îáëàñòü D(τ) åñòü íåïóñòàÿ êîìïîíåíòà
ìíîæåñòâà {m ∈M : f(m) > τ}; (ii) D(τ1) ⊃ D(τ2) äëÿ âñåõ τ1 < τ2 èç èíòåðâàëà (α, β);
(iii) èëè β = +∞, èëè äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ (α, β)

D(τ) ∩ {m ∈M : f(m) > β} = ∅.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü D(τ) èìååò íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòà ðàçëè÷íû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
τ1 ∈ (α1, β1) è τ2 ∈ (α2, β2), ÷òî D(τ1) ∩D(τ2) = ∅.

Ïóñòü h(m) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èñ÷åðïàíèÿ íàM è {D(τ) : τ ∈ (α, β)} � àñèìïòî-
òè÷åñêèé òðàêò f(m). Òðàêò {D(τ)} íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò τ0 ∈ (α, β)
è ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ 4k ⊂ (0, h0), ñõîäÿùàÿñÿ ê h0 (h0 ∈ ∪k4k)
òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî D(τ0)∩Σh(t) íå ñîäåðæèò íè îäíîãî öèêëà (êîìïàêòíîãî ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ∈ ∪k∆k.

Íàçîâåì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî U ïðîñòûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (p−1)-ìåðíûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Oj â Σ ñ êðàåì
èëè áåç. Çàìåòèì, ÷òî h-ñôåðà Σh(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ
t ôóíêöèè èñ÷åðïàíèÿ h(m).

Ïóñòü U � ïðîñòîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç êîìïîíåíò O1,O2, . . . ,Ok ñ íåïó-
ñòûì êðàåì è θ � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà U . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèïøèöåâà ôóíê-
öèÿ ϕ äîïóñòèìà äëÿ U , èëè ϕ∧U , åñëè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Oj âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî ϕ|∂Oj = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

(1) λα,θ(U) = inf
ϕ∧U

[∫
U
|∇ϕ|αθ−1∫

U
|ϕ|αθα−1

] 1
α

íàçûâàåòñÿ (âçâåøåííîé) ôóíäàìåíòàëüíîé α-÷àñòîòîé ïðîñòîãî ìíîæåñòâà U ñ âåñî-
âîé ôóíêöèåé θ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòîå ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó çàìêíó-
òóþ êîìïîíåíòó ñ ïóñòûì êðàåì, ïîëàãàåì λα,θ(U) = 0.

Íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé âåñîâîé ôóíêöåé äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ
h(m) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ θ(m) ðàâíàÿ ñóæåíèþ ìîäóëÿ ãðàäèåíòà |∇h(m)| íà Σ(τ). Äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü λα,h(O) âìåñòî λα,|∇h|(O).

Äëÿ äàííîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà O ⊂ Σ è öåëîãî N ≥ 1 ïîëàãàåì

λ(O, N) ≡ λα,θ(O;N) = inf
1

N

N∑
i=1

λα,θ(Oi),

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ñèñòåìàì {Oi}Ni=1, ñîñòîÿùèõ èç N ïîïàðíî
íåíàëåãàþùèõ ïðîñòûõ ìíîæåñòâ Oi ⊂ O ñ íåïóñòûì êðàåì. Âåëè÷èíà λ(O, N) íàçû-
âàåòñÿ N -ñðåäíèì ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû ìíîæåñòâà O.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò òåîðåìó ×åíãà è ßî [101].
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Ëåììà 1.4. Ïóñòü α > 1 è f(m) > 0 � ôóíêöèÿ êëàññà C2(U) òàêàÿ, ÷òî Z (f) = ∅.
Òîãäà

(2) (λα,θ(U))α ≥ inf
m∈U

[
− 1

(fθ)α−1
div
|∇f |α−2∇f

θ

]
.

Çäåñü ∇ è div ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé ìåòðèêå U .

â) Ïóñòü f(m) � α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íàM . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü D = D(τ0) � ðåãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà àñèìïòîòè÷åñêîãî òðàêòà
{D(τ)} ôóíêöèè f . Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1, t2 èç (h(D), h0)

∫
D∩Bh(t1)

|∇f |α ≤
(∫

D∩Bh(t2)

|∇f |α
)

exp

−c(α)

∫
(t1,t2)∩∆

λα,h(Σh(t) ∩D)dt

 .

Ñôîðìóëèðóåì êàê ñëåäñòâèÿ èç äàííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóþùèå òåîðåìû òèïà Ëè-
óâèëëÿ.

Ñëåäñòâèå 1.2. ÏóñòüM � ìíîãîîáðàçèå ñ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ h(m) òàêîå, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî N ≥ 1 è h1 < h0 âûïîëíåíî

(3)

h0∫
h1

λα,h(Σh(t);N) dt = +∞.

Òîãäà êàæäàÿ α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(m) ñ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå∫
M

|∇f |α <∞

èìååò íå áîëåå (N − 1) ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ.

Ñëåäñòâèå 1.3. ÏóñòüM � ìíîãîîáðàçèå ñ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ h(m) òàêîå, ÷òî

(4)

h0∫
h1

λα,h(Σh(t); 2)dt = +∞.

Òîãäà åäèíñòâåííûìè α-ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà M ñ êîíå÷íûìè èíòåãðàëàìè
Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ïðèâîäèìûõ óòâåðæäåíèé îò àíàëîãè÷-
íûõ ðåçóëüòàòîâ òèïà òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå òðåáîâàíèÿ ïîëíîòû ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Ìû ñòðîèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèÿ (3), (4) íå âëåêóò ïîëíîòó
ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Äàíæóà-Àëüôîðñà äëÿ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé è ïðèìåíÿåòñÿ äàëåå äëÿ îöåíîê èíäåêñà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìè-
íèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f(m) � α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî
N ≥ 1 âûïîëíåíî

lim inf
t,ξ→h0

Mα(ξ) capα,h(t, ξ) exp

−c(α)

t∫
t1

λα,h(Σh(t), N)dt

 = 0,

ãäå c(α) íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, M(t) = maxΣh(t) f
+(m); t1 > 0 ôèêñèðîâàíî è t, ξ ñòðå-

ìÿòñÿ ê h0, ïðè÷åì t1 < t < ξ. Òîãäà f(m) èìååò íå áîëåå (N−1) ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ.

ã) Ïóñòü D � îòêðûòàÿ ïîäîáëàñòü â M è a � òî÷êà â RN . Ïîëîæèì

ka(D) = inf
m∈D
〈x(m)− a,H(m)〉,

ãäå H � âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè (M ;x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè M � ìèíè-
ìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, òî ka(D) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(D) ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîäìíîæåñòâà D .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a è ρ(D) öåíòð è ðàäèóñ øàðà â Rn, îïèñàííîãî îêîëî x(D). Çà-
ìåòèì, ÷òî â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè ïîãðóæåíèÿ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ρ(D) ≤ d(D),
ãäå ÷åðåç d(D) îáîçíà÷åí ðàäèóñ íàèìåíüøåãî ãåîäåçè÷åñêîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî D .

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN è D ⊂ M � ïðîèçâîëüíîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî ρ(D) < ∞ è ka(D) ≥ −(p − 1), ãäå a � öåíòð øàðà,
îïèñàííîãî îêîëî D . Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

(5) λ(D) ≥ µ(ν)

ρ2(D)
,

ãäå ν = p + [ka(D)], µ(ν) � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà åäèíè÷íîãî ν-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî øàðà
è êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Îòìåòèì, ÷òî, ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè [96] è [35], íàøà îöåíêà
äàåòñÿ â òåðìèíàõ âíåøíåé ãåîìåòðèè è ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé äàííàÿ
âûøå îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D ⊂M

λ(D) ≥ µ(p)

ρ2(D)
.

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå p-ìåðíîé ïëîñêîñòè â RN , ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð øàðà, îïèñàííîãî îêîëî D .

Ãëàâà 2 "Ïðîåêòèâíûé îáúåì ìèíèìàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ". à) Ïóñòü
M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü è Ba(R) = {x ∈ Rn : |x− a| <
R} � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà R > dM (a), ãäå

(6) dM (a) = max
m∈M

|x(m)− a|.
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Òîãäà x(∂M) ⊂ Ba(R). Çàôèêñèðóåì r > dM (a) è ïîëîæèì

(7) Vp(M ; a) = lim sup
R→∞

1

lnR

∫
Ma(r,R)

1

|x(m)− a|p
.

Âåëè÷èíà Vp(M ; a) íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì îáúåìîì ïîâåðõíîñòè M îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè a. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, âåëè÷èíà Vp(M ; a) íå
çàâèñèò îò âûáîðà r.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç αm(v) óãîë ìåæäó âåêòîðîì v ∈ Rn è êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
TmM . Ñëåäóþùèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

(8) Qp(M ; a) =

∫
M

sin2 αm(x(m)− a)

|x(m)− a|p

íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì îáúåìîì ïîâåðõíîñòè M îòíîñèòåëüíî òî÷êè a.

Èìåþò ìåñòî

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn

ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êðàåì ∂M . Òîãäà âåëè÷èíà ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà Vp(M , a) íå
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè a ∈ Rn è, áîëåå òîãî, âåðõíåé ïðåäåë (7) ìîæåò áûòü çàìåíåí
íà îáû÷íûé ïðåäåë.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â
Rn ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êðàåì ∂M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî a 6∈ x(M) âûïîëíåíî

(9) Vp(M , a) = pQp(M , a) + c(∂M ; a),

ãäå c(∂M ; a) � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà òàêàÿ, ÷òî c(∅; a) = 0.

Èç äîêàçàííûõ òåîðåì âûòåêàåò â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ñâÿçü ìåæäó ëîãà-
ðèôìè÷åñêèì è ïðîåêòèâíûì îáúåìàìè, èìåþùàÿ áëèçêèé àíàëîã â ñëó÷àå àíàëèòè÷å-
ñêèõ êîìïëåêñíûõ ìíîæåñòâ [102, Ëåììà 3.6].

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â
Rn áåç êðàÿ è a 6∈ x(M). Òîãäà îáå âåëè÷èíû Qp(M , a) è Vp(M , a) íå çàâèñÿò îò âûáîðà
a è âûïîëíåíî

(10) Vp(M , a) = pQp(M , a).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïîâåðõíîñòè M ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïû Πn ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ãîìîòåòèé îáúåìëþùåãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê ïðîåêòèâ-
íûé îáúåì Qp(M , a), òàê è ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M , a) ñóòü èíâàðèàíòû ìèíè-
ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è âðàùåíèé
â Πn. ×òî êàñàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòè õàðàêòåðèñòèê Qp(M , a) è Vp(M , a), îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû ãîìîòåòèé, òî ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû çàìåíû
ïåðåìåííîé.

Â äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì ïàðàìåòð a â îáîçíà÷åíèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà, à
òàêæå â îáîçíà÷åíèè ïðîåêòèâíîãî îáúåìà, åñëè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå a 6∈M :

Vp(M ) ≡ Vp(M , a); Qp(M ) ≡ Qp(M , a).
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn

áåç êðàÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè
a ∈ x(M)

(11) Qp(M , a) =
1

p

(
Vp(M , a)− ωp · a#M

)
,

ãäå a#M � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ïîãðóæåíèÿ x (ò.å. ïîëíîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ
x−1(a) â M).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñ-
ëè îíà ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé p-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ. Èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ìèíèìàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü â Rn áåç êðàÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ). Òîãäà

(12) Vp(M , a) > ωp.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñâÿçûâàåò ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîãî îáúåìà ñ êîíôîðìíûìè
èíâàðèàíòàìè ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà.
Òîãäà M èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï è, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî r, èìååò
ìåñòî îöåíêà

lim sup
R→∞

modp Γ(r;R) · lnp−1(R/r) ≤ Vp(M ),

ãäå Γ(r;R) � ñåìåéñòâî êðèâûõ âM0(r;R), ñîåäèíÿþùèå ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ∂M0(r;R).

á) Â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ ïðîåêòèâíûé îáúåì ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÿâíî.

(1) Ïóñòü M � âíóòðåííå ïîëíàÿ äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíå÷íîé
òîòàëüíîé êðèâèçíû G(M ) =

∫
M
|K(m)| dm, ãäå K(m) � ãàóññîâà êðèâèçíà

M . Òîãäà ïðîåêòèâíûé îáúåì M ðàâåí: Q2(M ) = 1
4
G(M ). Â ÷àñòíîñòè, êàê

ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Îññåðìàíà, Q2(M ) ÿâëÿåòñÿ öåëûì êðàòíûì π. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå Q2(M ) = π`(M ), ãäå `(M ) � ÷èñëî êîíöîâ M .

(2) Ïðîåêòèâíûé îáúåì Rp ðàâåí Qp(R
p) = Ωp, ãäå Ωp � p-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà

åäèíè÷íîãî p-ìåðíîãî øàðà â Rp.
(3) ÏóñòüM � p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà

Vp(M ). Òîãäà S ≡ M × Rk � òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ
êîíå÷íûì ïðîåêòèâíûì îáúåìîì è

Qp+k(S )

Ωp+k

=
Qp(M )

Ωp

.

â) Äàëåå ìû ôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ÷èñëî êîíöîâ ìèíèìàëüíîé
ïîâåðõíîñòè, åå ïðîåêòèâíûé îáúåì è èíòåãðàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ñâÿçíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â Rn ñ êðàåì ∂M èëè áåç, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ).
Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M ) è âûïîëíåíî

`(M ) ≤ 2p

ωp
Vp(M ).
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Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ÷èñëà êîíöîâ â òåðìèíàõ ïðî-
åêòèâíîãî îáúåìà.

ã) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíåøíå ïîëíàÿ n-ìåðíàÿ ïîâåpõíîñòü M , çàäàííàÿ â Rn+1,
ÿâëÿåòñÿ s-ãpàôèêîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîpîé ãèïåpïëîñêîñòè Π, åñëè âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

(1) îòîápàæåíèå ïpîåêöèè Pr : M → Π ñîáñòâåííîå, ò.å. ïpîîápàç (Pr ◦ x)−1(F )
ëþáîãî êîìïàêòà F ⊂ Π ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â M ;

(2) êîëè÷åñòâî òî÷åê-ïpîîápàçîâ (Pr ◦ x)−1(a) äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ Rn+1 íå ïpåâîñ-
õîäèò s.

Håòpóäíî âèäåòü, ÷òî ïpè s = 1, â ñèëó ñîáñòâåííîñòè ïîãðóæåíèÿ, ïîíÿòèå s-
ãðàôèêà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îïpåäåëåíèåì ãpàôèêà ôóíêöèè, çàäàííîé íàä Π.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü M � âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, âîçìîæíî ñ
íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì, ÿâëÿþùàÿñÿ s-ãðàôèêîì. Òîãäà

(13) Vn(M ) ≤ skn ωn,

ãäå

(14) kn =
1 + a2

n(n− 1)2

2an(n− 1)
, an =

πΓ(n− 1)

2n−1Γ2(n/2)

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü M � n-ìåðíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â Rn+1 (ò.å. s = 1). Òîãäà

(15) 1 <
Vn(M )

ωn
≤ kn.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

Òàáëèöà 1.

n kn
2 1.1037
3 1.2500
4 1.3903
5 1.5208
6 1.6424
7 1.7563
8 1.8636
9 1.9653
10 2.0621

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n ≥ 8 ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ìèíèìàëüíûå ãðàôèêè è, òà-
êèì îáðàçîì, îöåíêà (15) ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé äàæå äëÿ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ.
Ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè Àëëàðäà [1], Áîìáüåðè è Äæóñòè [7] ïîêàçûâàåò,
÷òî äîêàçàííàÿ íàìè îöåíêà ïðîåêòèâíîãî îáúåìà äàåò ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìà äëÿ ìè-
íèìàëüíûõ ãðàôèêîâ, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óëó÷øàþùóþ èìåþùèåñÿ îöåíêè â ýòèõ
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ðàáîòàõ. Áîëåå òîãî, ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ, ðàáîòàþò òîëüêî
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü íå èìååò êðàÿ, à êðàòíîñòü ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè
â òî÷íîñòè ðàâíà 1. ßâíûå âû÷èñëåíèÿ äàæå äëÿ äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé êîðàçìåðíîñòè, áîëüøåé 1, çàäàííûõ â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ïîêàçûâàþò,
÷òî ïðîåêòèâíûé îáúåì ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü M � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn+1, ÿâëÿþùàÿñÿ s-
ãðàôèêîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
êîíöîâ `(M ) è

(16) `(M) ≤ 2nkns,

ãäå kn � ïîñòîÿííàÿ èç (14).

ä) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â Rn. Òîãäà, ôèêñè-
ðóÿ òî÷êó b ∈ Rn \ x(M), ìîæíî ââåñòè ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ N (e, b) äëÿ êðàòíîñòè
ðàäèàëüíîé ïðîåêöèè îòíîñèòåëüíî b, ïîëàãàÿ äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ e ∈ Rn, |e| = 1,

N (e, b) =
∑

a∈Lb(e)

a#M ≡ #Lb(e) ∩ x(M),

ãäå Lb(e) � ëó÷ ñ íà÷àëîì â b è íàïðàâëåíèåì e è #Lb(e)∩x(M) îçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à Lb(e) ñ ïîâåðõíîñòüþ M . ×èñëî N (e, b) ìîæåò áûòü
òàêæå èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ïîëíàÿ êðàòíîñòü öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè

(17) πb : M → Sn−1, πb(y) =
y − b
|y − b|

,

â òî÷êå e.

Ïóñòü òåïåðü codimM > 1. Òîãäà îáðàç M ïðè ïðîåêöèè (17) èìååò íóëåâóþ (n−1)-
ìåðíóþ ìåðó íà Sn−1 è âòîðîå îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû N (e, b) íåñîäåðæàòåëüíî. Ìû
ïðèâîäèì ïðèëîæåíèå ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü Gp
n(b) � ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå âñåõ íåîðèåíòèðîâàííûõ (n − p)-ìåðíûõ

ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé (äàëåå � ïëîñêîñòåé) γ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç b. Òîãäà Gp
n(b) ìî-

æåò áûòü îñíàùåíî åäèíñòâåííîé ìåðîé Õààðà dγ, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ b, íîðìàëèçîâàííîé óñëîâèåì∫

Gpn(b)

dγ = 1.

Ïóñòü R > 0. Òîãäà äëÿ dγ-ïî÷òè âñåõ ïëîñêîñòåé γ ∈ Gp
n(b) ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ

x−1(x(M)∩ γ ∩Bb(R)) äèñêðåòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N (b, γ;R) ìîùíîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ìíîæåñòâà. Âåëè÷èíà

N (b;R) =

∫
Gpn(b)

N (b, γ;R)dγ

ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñðåäíÿÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèé (n−p)-ìåðíûõ ïëîñ-
êîñòåé ñ ÷àñòüþ M , óäàëåííîé îò b íå äàëåå, ÷åì íà R. ßñíî, ÷òî N (b;R) ÿâëÿåòñÿ
íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà R è, òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñ-
êîíå÷íûé ïðåäåë

N (b) = lim
R→∞

N (b;R).
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â Rn áåç êðàÿ è b 6∈M . Òîãäà

(18) Qp(M ) ≤ 1

2
N (b)ωp+1,

ãäå ωp+1 � p-ìåðíàÿ ëåáåãîâà ìåðà åäèíè÷íîé ñôåðû Sp.

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn áåç êðàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè b ∈ Rn ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ëþáîé ïëîñêîñòè γ ∈ Gp

n(b) è x(M)
íå ïðåâûøàåò k. Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ è

`(M) ≤ kcp,

ãäå

(19) cp =
2p−1pωp+1

ωp
= 2p−1(p+ 1)

√
πΓ

(
p+ 2

2

)
Γ−1

(
p+ 3

2

)
è Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü M � çâåçäíàÿ p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü.
Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M) è

`(M) ≤ 2cp,

ãäå ïîñòîÿííàÿ cp èç (135).

å) Ïóñòü e � ðåãóëÿðíîå íàïðàâëåíèå è Π1, Π2 � íåêîòîðûå ãèïåðïëîñêîñòè, îð-
òîãîíàëüíûå e. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Π1; Π2) ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ
M \ (Π1 ∪ Π2), ëåæàùèõ âíå ïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ ñ ãðàíèöåé Π1 ∪ Π2.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn êîíå÷íîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà V2(M ). Ïóñòü e � ðåãóëÿðíîå
íàïðàâëåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû ãèïåðïëîñêîñòåé Π1 è Π2 îðòîãîíàëüíûõ e âûïîë-
íåíî

(20) N(Π1; Π2) ≤ V2(M )

π
.

Äàëåå ìû äåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà (20) äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåí-
êè èíäåêñà Ìîðñà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êî-
íå÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî M ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà
ñîáñòâåííûì ïîãðóæåíèåì íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî äâóìåðíîãî ìíîãîáðàçèÿ M êîíå÷-
íîãî ðîäà g ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ` óäàëåííûõ òî÷åê. Â íàøåé òåðìèíîëîãèè ýòè òî÷êè
ñîîòâåòñòâóþò êîíöàì ïîâåðõíîñòè M .

Ïóñòü f(m) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ íà M . Ñëåäóÿ [51], îïðåäåëèì
èíäåêñ f(m) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå m0 ⊂ Z (f) êàê öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

ind(m0) =
σ

2
− 1,

ãäå σ � ÷èñëî êîíòèíóóìîâ ìíîæåñòâà: {m ∈M : f(m) = f(m0),m 6= m0} è m äîñòàòî÷-
íî áëèçêî ê m0. Êàê ïîêàçàíî â [51], ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ind(m0) > 0,
åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.
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Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn êîíå÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, e � ðåãóëÿðíîå íàïðàâëåíèå è x1 �
àññîöèèðîâàííàÿ ñ íèì êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè V2(M ) < +∞, òî ìíîæåñòâî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê {aj} ôóíêöèè x1(m) êîíå÷íî è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∑

j

ind(aj) ≤
V2(M )

π
− χ(M),

ãäå χ(M) � Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòèM è ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî
âñåì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì.

Äàííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåò èìåþùèéñÿ â [43], ãäå ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîãäà M ãî-
ìåîìîðôíî ñôåðå ñ ν âûáðîøåííûìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü M � ìèíèìàëüíûé s-ãðàôèê, ïîëó÷åííûé ñîáñòâåííûì
ïîãðóæåíèåì íåêîòîðîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ñ l âûáðîøåííûìè
òî÷êàìè. Åñëè íàéäåòñÿ ðåãóëÿðíîå íàïðàâëåíèå e, ëåæàùåå â ãàóññîâîì îáðàçå σ(M )
è èìåþùåå àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü m, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(21) sk2 ≥ 2− 2g − l +m,

ãäå k2 = 1.1037.

Çàìåòèì, ÷òî êàê ñëåäñòâèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ âåðñèÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû Áåðíøòåéíà.

Ãëàâà "Âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ òðóáîê". à) p-ìåðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü M = (M,X) çàäàííàÿ C2-ïîãðóæåíèåì X : M → Rn+1 íàçûâàåòñÿ òðóáêîé (èëè
òðóá÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ) ñ èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ τ(M ) ⊂ Oxn+1, åñëè

(i) äëÿ ëþáîãî τ ∈ τ(M ) ñå÷åíèÿ Στ = f(M ) ∩ Πτ ãèïåðïëîñêîñòÿìè Πτ = {x ∈
Rn+1

1 : xn+1 = τ} � íåïóñòûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà;

(ii) äëÿ ëþáûõ τ ′, τ ′′ ∈ τ(M ) ïîðöèÿ M ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
ãèïåðïëîñêîñòÿìè Πτ ′ è Πτ ′′ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðÿìàÿ Oxn+1 áóäåò íàçûâàòüñÿ îñüþ òðóáêè M .

Äëèíà |τ(M )| èíòåðâàëà ïðîåêöèè íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ òðóáêè. Â
ñëó÷àå, êîãäà |τ(M )| = +∞, áóäåì íàçûâàòü òðóáêó áåñêîíå÷íîé. Ïðè ýòîì a priori
äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ñàì èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé òðóáêè ìîæåò áûòü ëó÷îì. Åñëè
|τ(M )| < +∞ è M íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íèêàêîé áåñêîíå÷íîé òðóáêè, òî M íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íîé òðóáêîé.

Ïóñòü e> ≡ e>(m) îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà e ∈ Rn+1 íà êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå m è τ ∈ τ(M ) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå
êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè un+1(m) (òî åñòü e>n+1 6= 0). Ìíîæåñòâî Στ ðàñïàäàåòñÿ â êîíå÷-
íûé íàáîð êîìïàêòíûõ (p−1)-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé M áåç êðàÿ, îñíàùåííûõ ïîëåì
âíóòðåííèõ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ν = e>n+1/|e>n+1|, îðèåíòèðîâàííûõ â íàïðàâëåíèè en+1.

Âåêòîð-ïîòîêîì J(M ) ∈ Rn+1 ìèíèìàëüíîé òðóáêè M íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñ êîîð-
äèíàòàìè

Jk =

∫
Στ

〈e>k , ν〉, 1 ≤ k ≤ n+ 1.

×åðåç α(M ) îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó âåêòîðîì J(M ) è âåêòîðîì en+1.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 4 çàêëþ÷åí â ñëåäóþùåì äîñòàòî÷íîì ïðèçíàêå êîíå÷-
íîñòè âåëè÷èíû τ(M ).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ïðîèçâîëüíîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîãî òèïà â R3 ñ âåêòîð-ïîòîêîì J(M ). Òîãäà åñëè àáñîëþòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ
ãàóññîâà êðèâèçíà G(M ) êîíå÷íà è α(M ) > 0, òî âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ |τ(M )| ïîâåðõ-
íîñòè M êîíå÷íî è

(22) |τ(M )| ≤ G(M )‖J(M )‖ cosα(M )

16 α2(M )
.

Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ òðóáîê ñ s-ëèñòíûì ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì, ïîëó÷àåì îöåíêó

|τ(M )| ≤ πs‖J(M )‖ cosα(M )

4 α2(M )
.

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîëíîé êðèâèçíû äàåò áîëåå ãèáêèé ïîäõîä, ÷åì èñ-
ïîëüçîâàíèå êðàòíîñòè ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êîíå÷íîñòü èíòåãðàëü-
íîé ãàóññîâîé êðèâèçíû a priori íå âëå÷åò êîíå÷íîñòè êðàòíîñòè ñàìîãî ãàóññîâà îòîá-
ðàæåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå òðóáîê áåñêîíå÷íîãî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ
è íåíóëåâîãî óãëà íàêëîíà âåêòîð-ïîòîêà ê îñè âðåìåíè íåðàâåíñòâî (22) ìîæíî ïðî-
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàâíîìåðíóþ ëèíåéíóþ îöåíêó ñíèçó íà èíòåãðàëüíóþ ãàóññîâó
êðèâèçíó ëþáîé ïîðöèè òðóáêè, çàêëþ÷åííîé â ïàðàëëåëüíîì ñëîå â òåðìèíàõ øèðèíû
ýòîãî ñëîÿ.

Íàêîíåö, âàæíî òàêæå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà ðàáîò, êàñàþùèõ-
ñÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîé èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû, ìû íå ïðåäïîëàãàåì
âíóòðåííåé ïîëíîòû ïîâåðõíîñòè. Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ìèèêñà è
Ôàíãà [87], äâóìåðíàÿ òðóáêà ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ è êîíå÷íîé èíòå-
ãðàëüíîé êðèâèçíîé íå ìîæåò áûòü (âíóòðåííå) ïîëíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ

gλ(z) = z expλ(z +
1

z
),

ãäå λ ≥ 0 � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïóñòü Mλ � ìèíèìàëüíàÿ äâóñâÿçíàÿ
òðóáêà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíèÿ Ýííåïåðà-Âåéåðøòðàññà ñ ôóíêöèåé
gλ(z). Òîãäà Mλ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà C \ {0} è

tgα(Mλ) =
∞∑
k=1

λ2k−1

k!(k − 1)!
.

Òàêèì îáðàçîì, âàðüèðóÿ λ ∈ (0; +∞), áóäåì ïîëó÷àòü äâóñâÿçíûå ìèíèìàëüíûå òðóá-
êè Mλ ñ áåñêîíå÷íûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ è ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì íàêëîíà
âåêòîð-ïîòîêà ê îñè Ox3.

á) Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ìèíèìàëüíûõ òðóáîê ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé
ïîãðóæåíèÿ.

Íàçîâåì öèêëîì Σ â Στ ïðîèçâîëüíîå íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå
⊔k
i=1 Σi êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè Σi ⊂ Στ ñ ñîõðàíåíèåì èõ îðèåíòàöèé. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí áîð-
äàíòíî ýêâèâàëåíòåí íóëþ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êðàåì íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
[95, ñòð. 221].
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Ïóñòü Sn−1 � ñòàíäàðòíàÿ åäèíè÷íàÿ åâêëèäîâà ñôåðà â Rn è d(E) � äèàìåòð
ïîäìíîæåñòâà E ⊂ Sn−1, ïîäñ÷èòàííûé â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ :
M → Sn−1 ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòèM , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êåm ∈M
íîðìàëüíûé âåêòîð γ(m), è äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂M ÷åðåç γ(E) � åãî ãàóññîâ
îáðàç.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü M � ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà â Rn, Σ ⊂ Σ(τ) � íåêîòîðàÿ
ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñ âåêòîð-ïîòîêîì J(Σ). Òîãäà äèàìåòð ãàóññîâà îáðàçà
γ(Σ) êîìïîíåíòû Σ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(23) d(γ(Σ)) ≥ 2α(Σ) ,

ãäå α(Σ) � óãîë ìåæäó J(Σ) è en.

Â ñëó÷àå dimM = 2 ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ìèíèìàëüíîé òðóáêè êîíôîðìíî è ïî-
ñëåäíåå çàìå÷àíèå âëå÷åò, ÷òî ïîâåðõíîñòü M äîëæíà èìåòü ãèïåðáîëè÷åñêèé êîí-
ôîðìíûé òèï.

Ãëàâà 5 "p-ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè è ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ". à) Ïóñòü p > 1.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(24) ∆pf ≡ div|∇f |p−2∇f = 0.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü M = (M,x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(25) H(m) = −(p− 2)ke(m),

ãäå ke(m) � êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè M â íàïðàâëåíèè e>. Òîãäà êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ
f ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, óñëîâèå (25) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì äëÿ òîãî ÷òîáû f(m) áûëà áû p-ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ
êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïóñòü M � ïîãðóæåííàÿ ïîâåðõíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è äëÿ íåêîòîðî-
ãî íàïðàâëåíèÿ e ∈ Rn âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (25). Òîãäà òàêóþ ïîâåðõíîñòü áóäåì
íàçûâàòü p-ìèíèìàëüíîé. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå â ñëó÷àå p = 2 ïðèâîäèò ê
îáûêíîâåííûì ìèíèìàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî p-ãàðìîíè÷íîñòü îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïðè p 6= 2
óæå íå ïåðåíîñèòñÿ íà îñòàëüíûå, ò.ê. p-îïåðàòîð Ëàïëàñà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Â
íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 âûäåëåíî íåêî-
òîðîå íàïðàâëåíèå (îòâå÷àþùåå ãðàäèåíòó p-ãàðìîíè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè).
Äàííàÿ ñèòóàöèÿ, îäíàêî âïîëíå åñòåñòâåííà â ñëó÷àÿõ, êîãäà â èññëåäóåìîé çàäà÷å
óæå åñòü îòìå÷åííûå íàïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå òðóá÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé òà-
êèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïàðàëëåëüíî îñè òðóáêè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî Rn+1

1 âûäåëåííîé ÿâëÿåòñÿ îñü âðåìåíè Oen+1.

Â ïàðàãðàôå 2 ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, èìåþùèå
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

(26) xn+1 = ρ0Φβ(
1

ρ0

√
x2

1 + . . . x2
n)



22 0. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

ãäå xn+1 = f(ρ), ρ2 = x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n è

Φβ(t) ≡
∫ t

1

(τ 2β − 1)−1/2dτ, c(β) ≡ Φβ(+∞).

Îòìåòèì, ÷òî âèä ïðîôèëüíîé ôóíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò îòíîøåíèÿ β = n−1
p−1

.

á) Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò òåîðåìó Ìèèêñà è Õîôôìàíà íà ñëó÷àé n-
ìåðíûõ p-ìèíèìàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ n-ìåðíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ (îò-
íîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà en+1) ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ ïàðàìåòðîì
p ≥ n. Åñëè M ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ ãðàíèöåé xn+1 = c, òîãäà M � ïëîñ-
êîñòü.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà p â ñôîðìóëèðîâàííîì óòâåðæäåíèè ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

â) Îáîçíà÷èì äëÿ äàííîé ïîâåðõíîñòè M â R3 ÷åðåç γ(m) : M → S2 åå ãàóññîâî
îòîáðàæåíèå, îòíîñÿùåå êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè òî÷êó íà åäèíè÷íîé ñôåðå ðàâ-
íóþ íîðìàëüíîìó âåêòîðó â íåé. Òîãäà êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ãàóññà ãëàñèò, ÷òî äëÿ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ãàóññîâî îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî. Ìû îáîáùàåì äàííîå
ñâîéñòâî íà p-ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè.

Îòáðàæåíèå F : M1 →M2 äâóõ äâóìåðíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M1 è M2 íàçûâà-
åòñÿ êâàçèêîíôîðìíûì ([2], [15]) åñëè åãî ÿêîáèàí det dxF íå ìåíÿåò çíàêà íà M1 è
äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈M1 âûïîëíåíî

(27) max |dxF (E)| ≤ Km min |dxF (E)|

ãäå min è max áåðóòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà TxM1. ×èñëî K = supm∈M1

Km â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ êîýôôèöè-
åíòîì êâàçèêîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ F .

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3. Òîãäà
ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ K(p)-êâàçèêîíôîðìíûì, ãäå

(28) K(p) = max{p− 1;
1

p− 1
}.

Ë. Ñàéìîí â [65] óñòàíîâèë, ÷òî ëþáàÿ öåëàÿ äâóìåðíàÿ çàäàííàÿ íåïàðàìåòðè-
÷åñêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòü ñ êâàçèêîíôîðìíûì ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîñòüþ. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âåðñèþ òåîðåìû
Áåðíøòåéíà.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü M � öåëûé (ò.å. çàäàííûé íàä âñåì R2) p-ìèíèìàëüíûé
ãðàôèê â R3. Òîãäà M � ïëîñêîñòü.

ã) Ïóñòü M � n-ìåðíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà â Rn+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(τ) ïðî-
åêöèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè ñå÷åíèÿ Σ(τ) íà ãèïåðïëîñêîñòü Π0 = {xn+1 = 0}. Â òåîðå-
ìå 5.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî {Ω(τ) : τ ∈ τ(M )} âûïóêëîå ïî Ëåéõòâåéñó. Êàê
ñëåäñòâèå, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèÿ R(τ), ðàâíàÿ ðàäèóñó øàðà, îïèñàííîãî îêîëî
ñå÷åíèÿ Σ(τ).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

σ(E) = min
y∈Sn−1

max
b∈∂B∩E

〈b− ξ, y〉
R

,

ãäå ÷åðåç B, R è ξ îáîçíà÷åíû øàð îïèñàííûé îêîëî E, åãî ðàäèóñ è öåíòð ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ σ(E) ≤ 1 è σ(E) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
ïåðåñå÷åíèå ãðàíè÷íîé ñôåðû S = ∂B ñ ìíîæåñòâîì E ëåæèò â íåêîòîðîé ýêâàòîðè-
àëüíîé ãèïåðñôåðå èç S.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ òðóá÷àòàÿ ïîãðóæåííàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü â Rn+1 òàêàÿ, ÷òî

(29) σ(Σ(τ)) ≥ ε > 0, ∀τ ∈ τ(M ).

Òîãäà ξ(τ) ÿâëÿåòñÿ δ-âûïóêëîé êðèâîé ïî ïåðåìåííîé τ . Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ
êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ξk(τ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

ξk(τ) = ϕk(τ)− ψk(τ),

ãäå ϕk(τ), ψk(τ) � âûïóêëûå ôóíêöèè.

Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (29) è β = (n −
1)/(p− 1). Òîãäà R(τ) è ξ(τ) óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

R(τ)R′′(τ) ≥ β(1 +R′(τ)2) + |ξ′(τ)|2 min{β; 1}
ïî÷òè âñþäó â τ(M ).

Ñëåäñòâèå 5.6. Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ ïîãðóæåííàÿ òðóá÷àòàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü òàêàÿ, ÷òî dimM = n > p > 1. Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
|τ(M )|. Áîëåå òîãî

|τ(M )| ≤ 2cβr(M ), β =
n− 1

p− 1
ãäå

r(M ) ≡ min
τ∈τ(M )

R(τ) > 0,

è

(30) cβ =

∫ +∞

0

d t

(1 + t2β)1/2
.

Òåîðåìà 5.6. ÏóñòüM � n-ìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ñâÿçíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ
(îòíîñèòåëüíî âåêòîðà en+1) ãèïåðïîâåðõíîñòü, ëåæàùàÿ â ïàðàëëåëüíîì ñëîå øèðèíû
∆ ñ ãðàíè÷íûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðó en+1. Ïðåïîëîæèì, ÷òî
n > p > 1, à ïðîåêöèÿ M íà ãðàíè÷íûå ãèïåðïëîñêîñòè ñëîÿ âûïóñêàåò îòêðûòûé øàð
ðàäèóñà R. Òîãäà R ≤ ∆

2cβ
, ãäå cβ èç (30).

Ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (30) íåóëó÷øàåìà êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû
p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Åñëè ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíàÿ, ò.å. p = 2, òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ãðàíè÷íûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé âåêòîðó en+1 ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Äàííóþ îöåíêó ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îãðàíè÷åíèå íà ñóùåñòâîâà-
íèå "ñëèøêîì øèðîêèõ"äûð ó ïîâåðõíîñòåé íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Òåì íå ìåíåå
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íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàñïîëîæåííûõ â ñëîå, ó êî-
òîðûõ óêàçàííàÿ âûøå ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.

ä) Ïóñòü Sk(A) îçíà÷àåò k-óþ ãëàâíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ìàòðèöû A, ò.å.

det(A+ tI) =
n∑
k=0

Sk(A)tn−k.

Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. Éîðãåíñ [25], Ý. Êàëàáè [27], À.Â. Ïîãîðå-
ëîâ [59]): Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ, îïðåäåëåííàÿ âî âñåì Rn ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ Sn(Hessf) ≡ det(Hessf) = 1, ãäå Hessf � ãåññèàí ôóíêöèè f(x). Òîãäà f ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(31) L(f) ≡
n∑
k=0

ak(x)Sk(Hessf) = 0.

Íåäàâíî À.À.Áîðèñåíêî â [8] äîêàçàë òåîðåìû òèïà Ëèóâèëëÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àåâ îïåðàòîðà L

(32) L(f) = Sn(Hessf)− S1(Hessf) = det(Hessf)−∆f = 0,

è

(33) L(f) =

[n−1
2

]∑
k=0

(−1)kS2k+1(Hessf) = 0.

Êàê ñëåäóåò èç [8], åäèíñòâåííûå öåëûå âûïóêëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (32) è (33) ñ
ëèíåéíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè ñóòü ëèíåéíûå ôóíêöèè. Òåõ-
íèêà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñïåöèàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ
îöåíêàõ. Ïðè ýòîì óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ (32) è (33) îïèñûâàþò ñïåöèàëüíûå ëàãðàí-
æåâûå ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìûå â íåïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.

Äàëåå ìû ôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå [8] â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ è
îòâå÷àþùóþ íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà
L(f) íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîñòîÿííîñòè

(Q) ëèáî ak(x) ≡ 0 íàRn, ëèáî ñóùåñòâóþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå µ1, µ2

òàêèå, ÷òî: µ1 ≤ |ak(x)| ≤ µ2.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü f(x) öåëîå âûïóêëîå ðåøåíèå êëàññà C2 óðàâíåíèÿ (31). Ïóñòü
âûïîëíåíî (Q) è

(34) lim sup
|x|→∞

|f(x)|
|x|2

= 0.

Òîãäà f(x) ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèâîäèòñÿ òàêæå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû L äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå (Q) è ðåøåíèå f(x) ∼ |x|2 îòëè÷íî îò êâàäðàòè÷íîãî
ïîëèíîìà. Òàêèì îáðàçîì, (34) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì óñëîâèåì â ýòîì ñìûñëå.
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Ãëàâà 6. Çâåçäíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè. à) Ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ n-
ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé (ïî îòíîøåíèè ê òî÷êå a ∈ Rn+1) åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåíòðîì â a.

Ôîðìóëèðóåìîå äàëåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ íåòðèâèàëüíûõ çâåçäíûõ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé íåïóñò.

Ïóñòü k ≥ 1 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, n = 2k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck ìèíèìàëüíûé
ãèïåðêîíóñ Ñàéìîíçà Ck = {x ∈ Rn : x2

1+. . .+x2
k = x2

k+1+. . .+x2
2k} [21]. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî âëîæåííàÿ ïîâåðõíîñòü M âïèñàíà â êîíóñ Ck, åñëè îíà ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Rn\Ck è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê zi ∈M ,
íå èìåþùåé òî÷åê íàêîïëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè M , âûïîëíåíî: limi→∞ dist (zi;Ck) = 0
(çäåñü ÷åðåç dist (x;C) îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå îò ìíîæåñòâà C äî òî÷êè x). Ïóñòü β =
1
2

(
n− 5−

√
n2 − 10n+ 17

)
.

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî k ≥ 4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ãîìîòåòèè ïðîñòðàíñòâà Rn, n = 2k, çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Mk, âïèñàííàÿ
â êîíóñ Ck. Áîëåå òîãî, ñêîðîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè Mk ê
êîíóñó Ñàéìîíçà Ck âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

dist(x;Ck) = c|x|−β + o(|x|−β), |x| → ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü k íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà. Áîëåå òîãî, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà êàê íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð, òî êðèòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå ðàçìåðíîñòè îáúåìëþùåãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðîå
ïîÿâëÿþòñÿ çâåçäíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, âïèñàííûå â êîíóñû Ñàéìîíçà, ðàâ-
íî n0 = 5 + 2

√
2 = 7.828 . . . è ñîâïàäàåò ñ êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ íåòðèâèàëüíûõ

ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ [90, ñ. 216]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê äîêàçàíî â [67], âñå ïðè-
ìåðû n-ìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò ñ ïîêàçàòåëåì
ðàâíûì èëè áîëüøèì çíà÷åíèÿ β + 2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàø ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
îòëè÷åí îò ïðèìåíÿåìîãî â [90] è íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî
óñòîé÷èâîñòè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà n = 2k êàê íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð, òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïðè
êîòîðîì ìîãóò ñóùåñòâîâàòü çâåçäíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, âïèñàííûå â êîíóñû
Ñàéìîíçà, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòîé n0.

á) Ðàññìîòðèì çâåçäíóþ ïîâåðõíîñòü M , çàäàâàåìóþ 2-ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì

(35) x(θ) = a+ θeu(θ),

íàä îòêðûòûì ñâÿçíûì ïîäìíîæåñòâîì Ω ∈ Sn åäèíè÷íîé ñôåðû Sn ∈ Rn+1, ãäå θ
ïðîáåãàåò òî÷êè Ω ∈ Sn. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âíåøíå ïîëíûå ïîâåðõíîñòè,
ò.å. ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì â òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå. Äàííîå ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóùåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

(36) lim
θ→∂Ω

u(θ) = +∞.

Â ñäåëàííûõ ïðåäëîæåíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x(θ) = a+ θeu(θ) � ñîáñòâåííî
âëîæåííàÿ çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íàä îáëàñòüþ Ω ⊂ Sn, òî u(θ)
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(37) div
∇u√

1 + |∇u|2
=

n√
1 + |∇u|2

.

Ãîâîðÿò [21], ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî E ⊂ Sn èìååò êîíå÷íûé ïåðèìåòð (ïî Êà÷-
÷îïîëè) C (E) åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕE(θ) èìååò îãðàíè÷åííóþ â ñóùå-
ñòâåííîì âàðèàöèþ. Äðóãèìè ñëîâàìè,

(38) C (E) ≡ sup

∫
E

divX(θ) dθ <∞,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëÿì X ñ íîñèòåëåì â
E òàêèì, ÷òî |X(θ)| ≤ 1.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü u(θ) � öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (37) â Ω. Òîãäà Ω èìååò
êîíå÷íûé ïåðèìåòð C (Ω). Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(39) C (Ω) ≤ n

∫
Ω

dθ√
1 + |∇u|2

.

Â ÷àñòíîñòè, ïåðèìåòð âñåãäà ìåíüøå, ÷åì îáúåì n-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû ωn.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü Ω � äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî öåëîãî ðåøåíèÿ u(θ) â Ω âûïîëíåíî

(40) C (Ω) = nµ(u) = n

∫
Ω

dθ√
1 + |∇u|2

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ãèïåðïî-
âåðõíîñòü, çàäàííàÿ íàä Ω ⊂ Sn óðàâíåíèåì (35). Òîãäà

(41) Vn(M ) = nµ(u),

ãäå Vn(M ) � ïðîåêòèâíûé îáúåì M .

Îòñþäà, ïðèìåíåíèåì ðàíåå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ ïðîåêòèâíîãî îáúåìà, ìû ïîëó÷àåì
÷àñòè÷íûé îòâåò íà âîïðîñ î ñòðóêòóðå öåëûõ ðåøåíèé.

Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè Ω ñîâïàäàåò ñ ïîëóñôåðîé Sn+, òî åäèíñòâåííûìè çâåçäíûìè
ìèíèìàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íàä Ω ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè.

Äðóãèì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ÷èñëà `(∂Ω) êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàíèöû äîïóñòèìîé îáëàñòè ∂Ω

`(∂Ω) ≤ nωn+12n−1

ωn
= 2n−1(n+ 1)

√
π

Γ(n+ 2/2)

Γ(n+ 3/2)
.

â) Àëãåáðàè÷åñêèå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü f = f(x1, . . . , xk) � íåêîòî-
ðàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ âRk. Ââåäåì ñëåäóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð

(42) L[f ] = |∇ f |2∆f −
k∑

i,j=1

f ′′ijf
′
if
′
j,

ãäå ∇ f = (f ′1, . . . , f
′
k) � ãðàäèåíò f è f ′i îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî xi. Òîãäà

èçâåñòíî [21], ÷òî åñëè L[f ] = 0 è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ Rk âûïîëíåíî ∇ f(a) 6= 0, òî



â îêðåñòíîñòè òî÷êè y ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì f(x) = f(a) èìååò íóëåâóþ
ñðåäíþþ êðèâèçíó.

Íåðåøåííîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ìíîãîìåð-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìèíèìàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íå
èçâåñòíî äàæå � â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ïðîáëåìà Ñàéìîíà [68] � ñó-
ùåñòâóþò ëè ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàäàíû â âèäå xn+1 =
f(x1, . . . , xn), ãäå f � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Îäíàêî, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ F (x) òàêèõ, ÷òî äëÿ íèõ
âûïîëíåíî L[F ] = 0.

Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ àïðèîðíûõ îöåíîê öåëûõ ðåøåíèé, äîêàçàííûå
â ãëàâå 6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü F (x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â Rn+1 îäíîðîäíàÿ ïîðÿäêà K ≥ 2
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ L[F ] ≡ 0. Ïóñòü ∇F (x) 6= 0 ïðè x 6= 0 è Σ = {θ ∈ Sn :
F (θ) = 0}. Òîãäà Σ íåïóñòî è âñþäó íà íåì âûïîëíåíî

(43) |∇F (θ)| = const.

ã) Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ âåðñèåé òåîðåìû Áåðíøòåéíà äëÿ çâåçäíûõ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3.
Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, äîïóñòèìûìè îáëàñòÿìè íà äâóìåðíîé
ñôåðå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïîëóñôåðû.

Ïóñòü n ≥ 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e ∈ Rn+1 ââåäåì ýêâàòîð Ke

åäèíè÷íîé ãèïåðñôåðû Sn òàê, ÷òîKe = {θ ∈ Sn : 〈θ, e〉 = 0}. Îòêðûòóþ îáëàñòü Ω ⊂ Sn

íàçîâåì äåôåêòíîé åñëè äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ e ∈ Rn+1 ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Sn\Ω
è ýêâàòîðà Ke íå ïóñòî. Äðóãèì ñëîâàìè, íè îäèí ýêâàòîð Ke íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì
â Ω.

Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü n ≥ 3 è Ω � äîïóñòèìàÿ îáëàñòü. Òîãäà Ω äåôåêòíàÿ.





Ãëàâà 1

Îöåíêè èíòåãðàëà Äèðèõëå íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ïåðâûå äâà ïàðàãðàôà íàñòîÿùåé ãëàâû íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Îñíîâîé
äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ñëóæàò îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà êîíöîâ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé, ïðèâîäèìûå â ïàðàãðàôå 2.

Äàëåå â ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ âåðñèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Äàíæóà-Àëüôîðñà äëÿ
÷èñëà àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíûõ (âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûõ) ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ðàíåå, â ñëó÷àå
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â ðàáîòå Â.Ì. Ìèêëþêîâà [44] áûë ïðåäëîæåí ïëîäîòâîðíûé
ïîäõîä ê óêàçàííîé ïðîáëåìå, áàçèðóþùèéñÿ íà ñïåöèàëüíûõ îöåíêàõ îñíîâíîé ÷àñòî-
òû è åå N -ñðåäíèõ äëÿ ñå÷åíèé ìíîæåñòâ óðîâíÿ ðåøåíèé îáøèðíîãî êëàññà ñóáëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
íåîáõîäèìû ðàññóæäåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå òîïîëîãè÷åñêîå ñòðîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ. Â �3�
�5 äàííîé ðàáîòû ìû ñëåäóåì ïîäõîäó, ðàçâèâàåìîìó â íåäàâíåé ñîâìåñòíîé ñòàòüå
Â.Ì. Ìèêëþêîâà è àâòîðà [48].

Â ïàðàãðàôå �6 ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó î íàõîæäåíèè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ôóí-
äàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

1. Ââîäíûå îïðåäåëåíèÿ

1.1. Ïóñòü M � p-ìåðíîå íåêîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ
êðàåì ∂M èëè áåç, è ïóñòü x : M → Rn, n ≥ p + 1, ðåãóëÿðíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå.
Äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç M ïîâåðõíîñòü (M,x) è ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà
ìíîãîîáðàçèÿ M è ìåòðèêà, èíäóöèðóåìàÿ íà M îòîáðàæåíèåì x, ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîâåðõíîñòü M (áåç êðàÿ) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííå ïîëíîé, åñëè

ëþáîé ðàñõîäÿùèéñÿ â M ïóòü èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ âíåøíå ïîëíîé, èëè ñîáñòâåííî ïî-

ãðóæåííîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {mi} ⊂ M , íå èìåþùåé òî÷åê
íàêîïëåíèÿ íà M , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ x(mi) òàêæå íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ
â Rn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (M) è N(M) � êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ íàä M
ñîîòâåòñòâåííî; ÷åðåç TmM ≡ Tm è NmM ≡ Nm � êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâà â òî÷êå m ê ïîãðóæåííîìó ìíîãîîáðàçèþM . Ïóñòü Tx(m)M ≡ dxm(Tm) � p-ìåðíîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn. Äàëåå, ÷òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèé, óäîáíî
íå äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó êàñàòåëüíûì âåêòîðîì Y ∈ TmM è åãî îáðàçîì dxm(Y ).
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Ïóñòü ∇ , ∇ � êàíîíè÷åñêèå ðèìàíîâû ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèÿõ TRn è TM ñîîò-
âåòñòâåííî; ÷åðåç 〈 , 〉 îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òîãäà

∇XY = (∇X Ŷ )>,

ãäå X ∈ TmM , Y � âåêòîðíîå ïîëå íà M è Ŷ � ïðîèçâîëüíîå ïðîäîëæåíèå ïîëÿ Y
â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x(m). Çäåñü è äàëåå ñèìâîë X> (èëè X⊥) îçíà÷àåò
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà X íà êàñàòåëüíîå (èëè íîðìàëüíîå) ïðîñòðàíñòâî ê
M â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Íèæå ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèå Y çà Ŷ .

Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïîëå íà M . Äèâåðãåíöèåé divX íàçûâàåòñÿ ñëåä ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ E → ∇EX. Äðóãèìè ñëîâàìè,

(44) divX =

p∑
i=1

〈∇EiX,Ei〉,

ãäå {Ei} � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ TmM . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé
ôóíêöèè f(m) íà M îïðåäåëèì ãðàäèåíò ∇f êàê åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå òàêîå,
÷òî

〈∇f(m), E〉 = dfm(E), ∀E ∈ TmM,

è îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ∆f , ïîëàãàÿ

∆f = div∇f.

Ïóñòü α � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, α > 1. Ïîëîæèì âñþäó,
ãäå ∇f 6= 0

(45) ∆αf = div |∇f |α−2∇f.

Ââåäåííûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ α-ëàïëàñèàíîì.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ∆αf = 0 íàçûâàåòñÿ α-ãàðìîíè÷åñêîé. Â

ñëó÷àå α = 2 ìû óïîòðåáëÿåì ñòàíäàðòíûé òåðìèí � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

1.2. Íàïîìíèì, ÷òî âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé B ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ
áèëèíåéíîå ñèììåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå B : Tm ⊗ Tm → Nm âèäà

(∇XY )⊥ = B(X, Y ),

äâîéñòâåííîå ê îòîáðàæåíèþ Âåéíãàðòåíà Aξ : Tm → Tm, ãäå ξ ∈ Nm. Ïðè ýòîì ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà

(∇Xξ)
> = −Aξ(X), 〈Aξ(X), Y 〉 = 〈B(X, Y ), ξ〉.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Âåêòîðîì ñðåäíåé êðèâèçíû Hm ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå m íàçû-

âàåòñÿ ñëåä å�å âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

Hm =

p∑
i=1

B(Ei, Ei),

ãäå {Ei} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ TmM . Ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé,
åñëè å�å âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
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Îñíîâîé äëÿ áîëüøèíñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå èçâåñòíîå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
(ñì. [32], à òàêæå ãëàâó 5 íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïðåäëîæåíèå 5.1).

Ïðåäëîæåíèå 1.1 ([32]). Ïîâåðõíîñòü M = (M,x) â Rn ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè xi(m) ãàðìîíè÷åñêèå âî
âíóòðåííåé ìåòðèêå, òî åñòü ∆xi(m) ≡ 0.

1.3. Ïóñòü P , Q � ïðîèçâîëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà.
Òðîéêó (P,Q;M) íàçîâåì êîíäåíñàòîðîì, à òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü

(46) capp (P,Q;M) = inf

∫
M

|∇ϕ|p

ïî âñåâîçìîæíûì ëîêàëüíî-ëèïøèöåâûì ôóíêöèÿì ϕ(m) òàêèì, ÷òî ϕ(m)|P ≡ 1, ϕ(m)|Q ≡
0, áóäåì íàçûâàòü p-åìêîñòüþ êîíäåíñàòîðà (P,Q;M).Çäåñü è äàëåå ìû, êàê ïðàâèëî,
îïóñêàåì îáîçíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà â èíòåãðàëàõ ïî ìíîãîîáðàçèþ M .

Ïóñòü (P,Q;M) � êîíäåíñàòîð âM . Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî Γ ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìûõ
äóã γ, ëåæàùèõ â M è ñîåäèíÿþùèõ P è Q. Ïóñòü ρ(m) ≥ 0 èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó
ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ â ñóùåñòâåííîì ôóíêöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ρ(m) äîïóñòèìà äëÿ
ñåìåéñòâà Γ, åñëè äëÿ ëþáîé γ ∈ Γ âûïîëíåíî

(47)
∫
γ

ρ(m) |dx(m)| ≥ 1.

Âåëè÷èíà

(48) modp (P,Q;M) ≡ modp Γ = inf

∫
M\(P∪Q)

ρp(m) ,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì äëÿ Γ ôóíêöèÿì ρ, íàçûâàåòñÿ p-ìîäóëåì
ñåìåéñòâà Γ.

Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ âçàèìîñâÿçü åìêîñòè è ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðà

(49) modp (P,Q;M) = capp (P,Q;M),

äîêàçàííàÿ â ñëó÷àå M = Rn Ôþãëåäå [91], Öèìåðîì [99]. Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå, êî-
ãäà M åñòü ãðàôèê ëèïøèöåâîé ôóíêöèè, ïðèâåäåíî Â.Ì. Ìèêëþêîâûì â [42]. Îáñóæ-
äåíèå äàííîãî âîïðîñà, à òàêæå îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ èìååòñÿ â íåäàâíî âûøåäøåé
ðàáîòå [24].

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M (èëè ïîâåðõíîñòü M ) ðàçìåðíîñòè p

èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà F ⊂M ñóùåñòâóåò
èñ÷åðïàíèå M îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Ui ⊃ F òàêîå, ÷òî

(50) lim
i→∞

capp (F,M \Ui;M) = 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òîà ìíîãîîáðàçèå èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé
òèï.
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Äàííàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ òðàäèöèîííîé äëÿ äâóìåðíîãî ñëó-
÷àÿ è îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî, ïî èçâåñòíûì ïðè÷èíàì, äëÿ ñëó÷àÿ p ≥ 3 ñîáñòâåííî ïðî-
áëåìà êîíôîðìíîé óíèôîðìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáøèðíîé, íåæåëè ïðîáëå-
ìà îïðåäåëåíèÿ êîíôîðìíîãî òèïà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå ïàðàáîëè÷íîñòè òèïà
äëÿ ëþáîãî p ≥ 2 ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ îãðàíè÷åííîé p-
ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

2. Îïðåäåëåíèå êîíöîâ ìíîãîîáðàçèÿ

2.1. Â äàííîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå êîíöîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåêîì-
ïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðèâîäèìîå äàëåå îïðåäåëåíèå ïî ñóùå-
ñòâó ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè è òåð-
ìèíàõ òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîäðîáíî îïèñàííîãî â [4, ñòð. 149]. Äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå êîíöîâ, êàê èäåàëüíûõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàí-
íûé íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè öåïåé. Òàêîé ñïîñîá ââåäåíèÿ íàèáîëåå îòâå÷àåò ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ñòîðîíå ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çàäà÷.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìîå íàìè îïðåäåëåíèå îïèðàåòñÿ íà òîïîëî-
ãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèÿ, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî êîíöîâ ÿâëÿåò-
ñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì ∂M . Áóäåì çà-
ïèñûâàòü E b F , åñëè E ñîäåðæèòñÿ â F âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Cåìåéñòâî íåïóñòûõ ñâÿçíûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ {Oi} íàçû-
âàåòñÿ öåïüþ, åñëè

(i) Oi+1 b Oi è Oi

⋂
∂M = ∅;

(ii) ∂Oi � êîìïàêò;

(iii) ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèé
⋂∞
i=1 Oi ïóñòî.

Ïîëåçíî îòìåòèòü ñëåäñòâèå èç àêñèîìû (iii):

(iv) íè îäíî èç ìíîæåñòâ Oi íå èìååò êîìïàêòíîãî çàìûêàíèÿ.

Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âñå Oi äîëæíû
áûòü êîìïàêòíûìè ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû (iii).

Îïðåäåëåíèå 1.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåïü {O ′i} ýêâèâàëåíòíà öåïè {O ′′i }, åñëè êàæ-
äûé ýëåìåíò O ′n ñîäåðæèò â ñåáå íåêîòîðûé ýëåìåíò O ′′m è íàîáîðîò. Êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïî ââåäåííîìó îòíîøåíèþ áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé, èëè
êîíöîì ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ öåïè îò îïðåäåëåíèÿ ïî Êàðà-
òåîäîðè [45] ñîñòîèò â òðåáîâàíèè ñâÿçíîñòè êàæäîãî Oi è êîìïàêòíîñòè åãî êðàÿ, ÷òî
çíà÷èòåëüíî ñóæàåò âûáîð öåïåé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò ê îòîæäåñòâëåíèþ ïðî-
ñòûõ êîíöîâ ïî Êàðàòåîäîðè, êîòîðûå ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàíè÷íîãî
ìíîæåñòâà.
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2.2. Åñòåñòâåííîñòü ââåäåííîé âûøå òåðìèíîëîãèè âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ è
A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê èç N . Ðàññìîòðèì íîâîå íåêîìïàêòíîå ìíîãîîá-
ðàçèå M = N \A. Òîãäà ÷èñëî êîíöîâ ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A,
ïðè÷åì ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êîíöîâ è A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , am} è ñèìâîëû ClN(O) è ClM(O) îçíà÷àþò
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà O ïî îòíîøåíèþ ê òîïîëîãèè N è èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèèM
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ öåïü {Oi} â M . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà i0 çàìû-
êàíèå ClN(Oi0) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A, òî â ñèëó óñëîâèÿ (i) äëÿ íîìåðîâ, áîëüøèõ i0,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåñå÷åíèå òàêæå áóäåò ïóñòî. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ClM(Ok)
ñóòü êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà â M ïðè k ≥ i0, è, òåì ñàìûì, ñâîéñòâî (iv) íå áóäåò
âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

ClN(Ok)
⋂

A 6= ∅, ∀k ≥ 1.

Òàê êàê ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, à ìíîæåñòâà ClN(Ok) âëîæåíû äðóã â äðóãà, òî íàé-
äåòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà aj ∈ A, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò âñåì ClN(Ok). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A1 � ïîäìíîæåñòâî òåõ òî÷åê A, êîòîðûå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
óñëîâèå (iii), áóäåì èìåòü ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè íà M

∅ =
∞⋂
k=1

ClM(Ok) ≡
∞⋂
k=1

(
ClN(Ok) \ A1

)
=

(
∞⋂
k=1

ClN(Ok)

)
\ A1,

èëè, ó÷èòûâàÿ âûáîð A1, ïîëó÷àåì
⋂∞
k=1 ClN(Ok) = A1.

Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ìíî-
æåñòâ (ñì. [36, òåîðåìà 5, ñòð.179]), ïåðåñå÷åíèå

⋂∞
i=1 ClN(Oi) äîëæíî áûòü êîíòèíóó-

ìîì è ïîýòîìó ìíîæåñòâî A1 ñâÿçíî, òî åñòü ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè aj.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî aj ëåæèò ñòðîãî âíóòðè êàæäîãî ClN(Oi), òàê êàê èíà÷å îòíî-
ñèòåëüíàÿ ãðàíèöà ∂MOi íå ìîæåò áûòü êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ öåïü íà M ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííóþ òî÷êó aj ∈ A, âíóò-
ðåííþþ äëÿ ClN(Oi) ïðè ëþáîì i ≥ 1. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äâå öåïè ïðåäñòàâëÿþò
îäíó è òó æå òî÷êó aj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ýêâèâàëåíòíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé òî÷êè aj íàéäåòñÿ öåïü, åå ïðåäñòàâëÿþùàÿ. Â ñàìîì
äåëå, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî ïðîêîëîòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ øàðîâ

Ok = Bεk(aj) \ {aj}
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk ↓ 0 è ε1 äîñòàòî÷íî ìàëî.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì
êîíöîâ è ìíîæåñòâîì A.

ut

Äîêàçàííîå âûøå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü â îáùåì ñëó÷àå êîíöû ìíî-
ãîîáðàçèÿ êàê èäåàëüíûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì "óõîäàì íà áåñêîíå÷íîñòü".
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Îïðåäåëåíèå 1.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç `(M) ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîíöîâ è áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ, åñëè õàðàêòåðèñòèêà `(M) êîíå÷-
íà.

2.3. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì ∂M è
F ⊂ M � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå â ñåáå êðàé ìíîãîîá-
ðàçèÿ, åñëè îí íå ïóñò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qM(F ) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâàM \F , êîòîðûå èìåþò íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå âM . Ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå äàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ `(M).

Ëåììà 1.1. Ïóñòü {Fi} � èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿ M ñåìåéñòâîì êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ Fi ⊂ intFi+1,

⋃
i Fi = M . Òîãäà ìíîãîîáðàçèå M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî

êîíöîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî èñ÷åðïàíèÿ êîíå÷íà âåëè÷èíà supi q(Fi),
ïðè ýòîì

(51) `(M ) = sup
i
q(Fi) = lim

i→∞
q(Fi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðàé ìíîãîîáðàçèÿ
ñîäåðæèòñÿ âíóòðè êàæäîãî ýëåìåíòà äàííîãî èñ÷åðïàíèÿ. Ïóñòü Aik � ñóòü âñå êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ M \ Fi, èìåþùèå íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå (ÿñíî, ÷òî
êàæäûé òàêîé íàáîð íåïóñò è íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ãðàíèöà ∂Aik
ñîäåðæèòñÿ â Fi è ïîýòîìó êîìïàêòíà.

Çàôèêñèðóåì äëÿ íåêîòîðîãî i ≥ 1 ìíîæåñòâî Aik. Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç ìíîæåñòâ Ai+1

1 , Ai+1
2 . . . äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè Aik (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Aik ñî-

äåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Fi+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè). Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷èì öåïü

Aik c Ai+1
k1

c . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì i äëÿ ðàçíûõ èíäåêñîâ k ïîëó÷àþòñÿ íåýêâèâà-
ëåíòíûå öåïè, òî åñòü äëÿ ëþáîãî i ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Aik íå
ïðåâîñõîäèò `(M).

Ïóñòü ñóïðåìóì â (51) êîíå÷åí. Òîãäà èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ âûøå, âûòå-
êàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q(Fi) íåóáûâàåò è îãðàíè÷åíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ïðåäåë
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èìååì íåðàâåíñòâî s ≤ `(M) è, òàê êàê q(Fi) öåëî÷èñëåííàÿ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q(Fi) ≡ s ïðè ëþáîì i ≥ n äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïóñòü A1, . . .As �
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè M \ Fn, èìåþùèå íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå. Òîãäà ïðè i ≥ n

ìíîæåñòâî M \ Fi ñîñòîèò èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè O(k)
i = Ak \ Fi è ïîëó÷åííûå öåïè

{O(k)}, 1 ≤ k ≤ s, ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ öåïü {Uj}. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè Fn è óñëîâèÿ (iii) îïðå-
äåëåíèÿ öåïè, íàéäåòñÿ íîìåð m òàêîé, ÷òî Um ∩ Fn = ∅. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå Uj
ñâÿçíûå ìíîæåñòâà, è, çíà÷èò, äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ â îäíîé èç êîìïîíåíò Ai0 , íà÷èíàÿ
ñ íîìåðà m. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå âûøå, äåëàåì çàêëþ÷åíèå îá ýêâèâà-
ëåíòíîñòè öåïåé O(i0) è {Uj}. Ïîýòîìó s ≥ `(M), è ðàâåíñòâî 51 äîêàçàíî.
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Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî êîíå÷íîñòü âåëè÷èíû `(M). Òîãäà, êàê ïîêàçàíî ðàíåå,
q(Fi) ≤ `(M) < ∞, è, òåì ñàìûì, supi q(Fi) < ∞. Ïðèõîäèì ê óæå ðàññìîòðåííîìó
ñëó÷àþ. Ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

ut

Îïðåäåëåíèå 1.9. ÏóñòüM � p-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå è e � íåêîòîðûé êîíåö

M , àññîöèèðîâàííûé ñ öåïüþ {Oi}∞i=1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî e � êîíåö ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà F ⊂M âûïîëíåíî

lim
i→∞

capp(F ; Oi;M) = 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå e íàçûâàåòñÿ êîíöîì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïîíÿòèå êîíöîâ ìíîãîîáðàçèÿ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ

âîïðîñàõ, òàê èëè èíà÷å ïîñâÿùåííûõ ãëîáàëüíûì ñâîéñòâàì ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèé (ãèïåðáîëè÷åñêèé) êîíåö ìîæåò áûòü
îòîæäåñòâëåí ñ ãðàíè÷íîé òî÷êîé (ñîîòâåòñòâåííî, ãðàíè÷íûì êîíòèíóóìîì) íà ïîäõî-
äÿùåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, ìîäåëüíîé ñèòó-
àöèåé ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû èëè
ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòà óñòðîåíî êàê îáúåäèíåíèå òîïîëîãè÷å-
ñêèõ öèëèíäðîâ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü. Â îáùåì æå ñëó÷àå âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ÷èñëà êîíöîâ, ñîâïàäàþùåå ïî ñîäåðæàíèþ ñ
ëåììîé 1.1.

2.4. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê
∆ = {δ1, . . . δn}. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ òåõíèêó [105, ãë. 3],
ìîæíî ââñòè òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâåM = M

⋃
∆, ïðåâðàùàÿ åãî â áèêîìïàêòíîå ðàñ-

øèðåíèå ìíîãîîáðàçèÿM . Â ñëó÷àå, êîãäàM óñòðîåíî òàê æå, êàê è â ïðåäëîæåíèè 1.2,
íåêîòîðûå îêðåñòíîñòè âñåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê â íîâîì ìíîãîîáðàçèè M ãî-
ìåîìîðôíû (íî íå îáÿçàòåëüíî êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíû) ïðîêîëîòîìó åâêëèäîâîìó
øàðó. Áóäåì ãîâîðèòü â òàêîì ñëó÷àå, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàë�åííàÿ òî÷êà íåîñîáàÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû äàæå äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé M ,
äëÿ êîòîðûõ `(M) < ∞, â òî âðåìÿ êàê ìíîãîîáðàçèå M âáëèçè ñâîèõ áåñêîíå÷íî
óäàëåííûõ òî÷åê óñòðîåíî êàê óãîäíî ñëîæíî. Â ÷àñòíîñòè, òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò
èìåòü áåñêîíå÷íûé ðîä g(M) è íå äîïóñêàòü ãëàäêóþ áèêîìïàêòèôèêàöèþ êîíå÷íûì
÷èñëîì òî÷åê.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, èç ðåçóëüòàòîâ Ð. Îññåðìàíà [54] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïîëíàÿ
äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíå÷íîé èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû èìå-
åò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê è âñå îíè � íåîñîáûå. Áîëåå
òîãî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå Á. Óàéòà [85], ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò ïðîèçâîëü-
íûå äâóìåðíûå ïîëíûå ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðûõ äëèíà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
ñóììèðóåìà ñ êâàäðàòîì íà M .

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì èëè áåç.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ, åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò
M . Ïðè ýòîì ïîëàãàåì `(M ) ≡ `(M).
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3. Àñèìïòîòè÷åñêèå òðàêòû ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

3.1. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Äàíæóà-Àëüôîðñà óòâåðæäàåò, ÷òî ïîðÿäîê ðîñòà öåëîé
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f(z) äàåò âåðõíþþ ãðàíü íà ÷èñëî ρ ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé f(z). Ïóñòü w = f(z) � òàêàÿ ôóíêöèÿ. Ñåìåéñòâî îáëàñòåé {D(τ)}
íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì òðàêòîì w = f(z) åñëè

a) êàæäàÿ îáëàñòü D(τ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

{z ∈ C : |f(z)| > τ > 0};

b) äëÿ âñåõ τ2 > τ1 > 0 âûïîëíåíî D(τ1) ⊃ D(τ2) è ∩τD(τ) = ∅.
Äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòà D ′(τ) è D ′′(τ) íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè äëÿ äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîãî τ > 0 ìû èìååì D ′(τ) ∩D ′′(τ) = ∅.
Òîãäà óïîìÿíóòîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

lim sup
r→+∞

log logM(r)

log r
≥ 1

2
ρ,

ãäå M(r) � ìàêñèìóì ìîäóëÿ f(z) íà îêðóæíîñòè |z| = r.

Õîðîøî èçâåñòíî [98], ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå äàåò îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ òðàêòîâ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ÷åðåç åå íèæíèé ïîðÿäîê. Äàííàÿ òåðìèíî-
ëîãèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòå [39] è áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Ïóñòü M � íåêîìïàêòíîå p-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå è M = (M,u) � C2-
ãëàäêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ ïîñðåäñòâîì ïîãðóæåíèÿ u(m) : M →
Rn. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e ∈ Rn êîîðäèíàòíàÿ
ôóíêöèÿ f(m) = 〈e, u(m)〉, áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé âî âíóòðåííåé ìåòðèêå M . Òîãäà
àñèìïòîòè÷åñêèå òðàêòû f(m) ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ïîâåðõíîñòè M , êîòîðûå
ìîæíî îòðåçàòü ãèïåðïëîñêîñòÿìè 〈u, e〉 = const. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, a priori ñóùåñòâóåò
åñòåñòâåííàÿ ãðàíü íà ïîðÿäîê êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè f(m) â òåðìèíàõ ðîñòà ôóíê-
öèè ðàññòîÿíèÿ â Rn. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà òèïà Äàíæóà-Àëüôîðñà, ïðèìåíåííàÿ
ê ôóíêöèè f(m) íà ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè M , äàåò íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó âíóòðåííèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè M è ÷èñëîì êîìïîíåíò, êîòîðûå
ìîæíî îòðåçàòü îò ýòîé ïîâåðõíîñòè ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

3.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z (f) ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f(m).

Áóäåì íàçûâàòü ãëàäêóþ ôóíêöèþ f(m) α-ñóáãàðìîíè÷åñêîé, åñëè âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

(52) ∆αf(m) ≥ 0

âñþäó íà ìíîæåñòâå M \Z (f). Îïåðàòîð ∆α îïðåäåëåí â (45).

Â ñëó÷àå çíàêà ðàâåíñòâà â (52) ôóíêöèþ f(m) íàçûâàþò α-ãàðìîíè÷åñêîé.

Ïóñòü h(m) : M → (0;h0) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C∞(M\Σ0), ãäå ÷åðåç Σ0

îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íóëåé h(m). Ââåäåì äëÿ äàííîãî t ∈ (0;h0) h-øàð ðàäèóñà t

Bh(t) = {m ∈M : h(m) < t},
è h-ñôåðó

Σh(t) = {m ∈M : h(m) = t}.
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Îïðåäåëåíèå 1.11. Ôóíêöèÿ h(m) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ íà M , åñëè

(1) Bh(t) � ïðåäêîìïàêò äëÿ ëþáîãî t ∈ (0;h0);
(2) limk→∞ h(mk) = h0 âäîëü ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèmk ∈M , íå èìåþùåé òî÷åê

íàêîïëåíèÿ íà M ∪ ∂M ;
(3) |∇h(m)| > 0 ïî÷òè âñþäó â M .

Ïðèìåðàìè ôóíêöèé èñ÷åðïàíèÿ íà ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ìîæåò ñëó-
æèòü ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ h(m) = dist(m0,m). Áîëåå òîãî, òàêàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó
äèôôåðåíöèðóåìà, è â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè äëÿ íåå âûïîëíåíî |∇h(m)| = 1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ êëàññ ôóíêöèé èñ÷åðïà-
íèÿ íà ìèíèìàëüíûõ ïîãðóæåííûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ Rn.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü M = (M,u) � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn, ϕ(x) � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Rn; ôóíêöèÿ h(m) = ϕ ◦ u(m) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1),
(2) â îïðåäåëåíèè 1.1 è íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(t), äëÿ êîòîðîé
êîìïîçèöèÿ ψ ◦ ϕ � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà h(m) � ôóíêöèÿ èñ÷åðïàíèÿ íà
M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì, ÷òî |∇h(m)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà M . Åñëè ýòî íå âåð-
íî, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Z (h) ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà òàêîå, ÷òî
|∇h(m)| = 0 ïðè m ∈ Z (h). Ïîñëåäíåå âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè m0 ∈ Z (h) òà-
êîé, ÷òî êîíòèíãåíöèÿ Z (h) â m0 ñîâïàäàåò ñ Tm0M . Ïóñòü {Ek(m) : k = 1, . . . , p} �
ãëàäêèé íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ ïîëåé, îïðåäåëåííûé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè m0. Ââèäó âûðîæäåííîñòè ãðàäèåíòà h, êàñàòåëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ∇h(m) = (∇ϕ ◦ u)> = 0 âñþäó íà Z (h). Äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû
èìååì

(∇ϕ ◦ u)⊥ = ∇(ϕ ◦ u), m ∈ Z (h).

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Aζ(Ej) = −(∇Ej∇(ψ ◦ ϕ))> = −

[
n∑
k=1

∇Ej

(
ek
∂(ψ ◦ ϕ)

∂xk

)]>

= −
n∑
k=1

〈Ej, e>i 〉e>k
∂2(ψ ◦ ϕ)

∂xk∂xj
,

ãäå ζ = [∇(ψ ◦ ϕ)]⊥ è {xk} � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè â Rn, äâîéñòâåííûå áàçèñó {ek}.
Íàõîäÿ ñëåä â ïîñëåäíåé ôîðìóëå, â òî÷êå m0 ïîëó÷àåì

〈H,∇(ψ ◦ ϕ)〉 = −
n∑

i,k=1

n∑
j=1

〈Ej, e>i 〉〈Ej, e>k 〉
∂2(ψ ◦ ϕ)

∂xk∂xj
=

= −
n∑

i,k=1

〈e>k , e>i 〉
∂2(ψ ◦ ϕ)

∂xk∂xi
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãåññèàí ∣∣∣∣∣∣∣∣∂2(ψ ◦ ϕ)

∂xk∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣
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ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìîé â òî÷êå m0 â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè
ψ◦ϕ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîñëåäíåå òîæäåñòâî è ðàâåíñòâî ñðåäíåé êðèâèçíû íóëþ,
ïîëó÷àåì 〈e>k , e>i 〉 = 0 äëÿ âñåõ i, k ≤ n. Ïîäñòàíîâêà i = k äàåò |e>k | = 0 è, ñóììèðóÿ,
èìååì

0 =
n∑
k=1

|e>k |2 = dimM = p.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

ut

Äàëåå ìû ÷àñòî îïèðàåìñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî, êàê ñëåäñòâèå ëåììû 1.2, ôóíêöèÿ
ϕ(m) = |u(m)| ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ íà ñîáñòâåííî ïîãðóæåííîé ìèíèìàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè M â Rn.

3.3. Ïóñòü f(m) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîé ïî-
ñòîÿííîé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà U ⊂M ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì âûïîëíåíî

(53) max
m∈∂U

f(m) = max
m∈U

f(m).

Çàìåòèì, ÷òî (53) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé α-ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Íàçîâåì ñåìåéñòâî îáëàñòåé {D(τ) : τ ∈ (α, β)} íà M àñèìïòîòè÷åñêèì òðàêòîì
ôóíêöèè f(m) åñëè:

(i) äëÿ ëþáîãî τ ∈ (α, β) îáëàñòü D(τ) åñòü íåïóñòàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà {m ∈
M : f(m) > τ};

(ii) D(τ1) ⊃ D(τ2) äëÿ âñåõ τ1 < τ2 èç èíòåðâàëà (α, β);

(iii) èëè β = +∞, èëè äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ (α, β)

D(τ) ∩ {m ∈M : f(m) > β} = ∅.

Èç (53), (i) è (iii) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü D(τ) èìååò íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòà ðàçëè÷íû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
τ1 ∈ (α1, β1) è τ2 ∈ (α2, β2), ÷òî D(τ1) ∩D(τ2) = ∅.

Ïóñòü h(m) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èñ÷åðïàíèÿ íà M è {D(τ) : τ ∈ (α, β)} � àñèìï-
òîòè÷åñêèé òðàêò f(m).

Îïðåäåëåíèå 1.12. Òðàêò {D(τ)} íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò τ0 ∈ (α, β)

è ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ 4k ⊂ (0, h0), ñõîäÿùàÿñÿ ê h0 (h0 ∈ ∪k4k)
òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî D(τ0) ∩ Σh(t) íå ñîäåðæèò íè îäíîãî öèêëà (êîìïàêòíîãî ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t ∈ ∪k∆k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
{D(τ)} ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì òðàêòîì.

4. Âçâåøåííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòîòà è åå N-ñðåäíèå

4.1. Ïóñòü Σ � êîìïàêòíîå p-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ âçâåøåííàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòîòà äëÿ ïîäìíîæåñòâ Σ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (p−1)-ìåðíûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Oj â Σ ñ êðàåì



4. ÂÇÂÅØÅÍÍÀß ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ×ÀÑÒÎÒÀ È ÅÅ N -ÑÐÅÄÍÈÅ 39

èëè áåç. Òàêîå ìíîæåñòâî íàçîâåì ïðîñòûì ïîäìíîæåñòâîì Σ. Çàìåòèì, ÷òî h-ñôåðà
Σh(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ t ôóíêöèè èñ÷åðïàíèÿ h(m).

Ïóñòü U � ïðîñòîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç êîìïîíåíò O1,O2, . . . ,Ok ñ íåïó-
ñòûì êðàåì è θ � ïîëîæèòåëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà U . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèïøèöå-
âà ôóíêöèÿ ϕ äîïóñòèìà äëÿ U , èëè ϕ∧U , åñëè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Oj âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ϕ|∂Oj = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

(54) λα,θ(U) = inf
ϕ∧U

[∫
U
|∇ϕ|αθ−1∫

U
|ϕ|αθα−1

] 1
α

íàçûâàåòñÿ (âçâåøåííîé) ôóíäàìåíòàëüíîé α-÷àñòîòîé ïðîñòîãî ìíîæåñòâà U ñ âåñî-
âîé ôóíêöèåé θ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòîå ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó çàìêíó-
òóþ êîìïîíåíòó ñ ïóñòûì êðàåì, ïîëàãàåì λα,θ(U) = 0.

Ïðè θ ≡ 1 íà U , α = 2 è åñëè U � îáëàñòü ñ êóñî÷íî ãëàäêîé íåïóñòîé ãðàíèöåé, òî
λ2 = λ2

2,θ(U) � ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â U . Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé f(m), ðàâíîé íóëþ íà ãðàíèöå ∂U , âûïîëíåíî

∆Σf + λf = 0,

Çäåñü ∆Σ � îïåðàòîð Ëàïëàñà íà Σ.

Îñíîâíàÿ ìîäåëüíàÿ ñèòóàöèÿ â äàëüíåéøåì � êîãäà äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè èñ-
÷åðïàíèÿ h ìíîãîîáðàçèÿ M ìíîæåñòâî Σ åñòü ìíîæåñòâî óðîâíÿ Σ(τ), çàäàâàåìîå
óðàâíåíèåì h(m) = τ . Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûé âûáîð âåñîâîé ôóíêöèè θ(m) åñòü
ñóæåíèå ìîäóëÿ ãðàäèåíòà |∇h(m)| íà Σ(τ). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü λα,h(O)
âìåñòî λα,|∇h|(O).

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâî α-ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû λ(U) ≡
λα,θ(U), âûòåêàþùåå íåïîñðåäñòâåííî èç åå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ èíôèìóìà.

Ëåììà 1.3. λ � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà (ò.å. äëÿ U1 ⊂ U2 âûïîë-
íÿåòñÿ λ(U1) ≥ λ(U2)). Êðîìå òîãî, åñëè U ñîñòîèò èç êîìïîíåíò O1, . . . ,Ok, òî

λ(U) = min
1≤i≤k

λ(Oi).

Ëåììà 1.4. Ïóñòü α > 1 è f(m) > 0 � ôóíêöèÿ êëàññà C2(U) òàêàÿ, ÷òî Z (f) =
∅. Òîãäà

(55) (λα,θ(U))α ≥ inf
m∈U

[
− 1

(fθ)α−1
div
|∇f |α−2∇f

θ

]
.

Çäåñü ∇ è div ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé ìåòðèêå U .

Çàìå÷àíèå 1.2. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîé â ñëó÷àå
α = 2 îöåíêè [101] íà ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Íàø ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îòëè÷åí
îò ìåòîäà, èñïîëüçóåìîãî â [101], êîòîðûé îñíîâàí íà ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà
è ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ ϕ(m)∧U è îáîçíà÷èì ÷åðåç β ïðàâóþ ÷àñòü
(55). Òîãäà èç-çà ïîëîæèòåëüíîñòè f(m) âñþäó â U èìååì íåðàâåíñòâî

div

(
|∇f |α−2 ∇f

θ

)
+ β(fθ)α−1 ≤ 0,
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è, òàêèì îáðàçîì,

θα−1ϕαβ =
ϕαβ

fα−1
(fθ)α−1 ≤ − ϕα

fα−1
div

(
|∇f |α−2 ∇f

θ

)
=

−div

(
|∇f |α−2 ϕα

θfα−1
∇f

)
+
|∇f |α−2

θfα
〈∇f, αfϕα−1∇ϕ− (α− 1)ϕα∇f〉 ≤

(56) − div

(
|∇f |α−2 ϕα

θfα−1
∇f

)
+ α

(ϕ |∇f |)α−1

θfα−1
|∇ϕ| − (α− 1)

|∇f |α ϕα

θfα
.

Ïóñòü U ðàçëîæåíî â îáúåäèíåíèå êîìïîíåíò ñ íåïóñòûì êðàåì U1, . . . , Uk. Â ñèëó
ϕ(m) ∧ U , èìååì ϕ|∂Ui = 0. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è (56), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

β

∫
U

θα−1ϕα ≤ α

∫
U

(ϕ |∇f |)α−1

θfα−1
|∇ϕ| − (α− 1)

∫
U

|∇f |α ϕα

θfα
.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Êîøè áóäåì èìåòü

(57) β

∫
U

θα−1ϕα ≤ α

[∫
U

|∇f |α ϕα

θfα

]α−1
α
[∫

U

|∇ϕ|α 1

θ

] 1
α

− (α− 1)

∫
U

|∇f |α ϕα

θfα
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî k > 1 ñóùåñòâóåò ϕ(m) ∧ U òàêàÿ, ÷òî∫
U

|∇ϕ|α

θ
≤ kλα(U)

∫
U

ϕαθα−1,

ãäå λ(U) = λα,θ(U). Èç (57) ñëåäóåò

β

∫
U

ϕαθα−1 ≤ αλ(U)k
1
α

[∫
U

|∇f |α ϕα

θfα

]α−1
α
[∫

U

ϕαθα−1

] 1
α

− (α− 1)

∫
U

|∇f |α ϕα

θfα
.

Òàêèì îáðàçîì,

(58) A(ξ) ≡ βξα − αk
1
αλ(U)ξ + (α− 1) ≤ 0,

ãäå

ξ =

[∫
U

|∇f |α ϕα

θfα

]− 1
α
[∫

U

ϕαθα−1

] 1
α

.

Íàõîäÿ ìèíèìóì A(ξ) ïî âñåì ξ ≥ 0, çàêëþ÷àåì

A(ξ) ≥ (α− 1)

[
β

λ(U)k
1
α

] 1
α−1

− (α− 1)k
1
αλ(U),

è, â ñèëó (58), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

β ≤ λα(U)k.

Ïåðåõîä ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïî âñåì äîïóñòèìûì k äàåò
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

4.2. Ðàññìîòðèì (p− 1)-ìåðíîå ïîäìíîæåñòâî O ⊂ Σ è öåëîå N ≥ 1. Ââåäåì

λ(O, N) ≡ λα,θ(O;N) = inf
1

N

N∑
i=1

λα,θ(Oi),



4. ÂÇÂÅØÅÍÍÀß ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ×ÀÑÒÎÒÀ È ÅÅ N -ÑÐÅÄÍÈÅ 41

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ñèñòåìàì {Oi}Ni=1, ñîñòîÿùèõ èç N ïîïàðíî
íåíàëåãàþùèõ ïðîñòûõ ìíîæåñòâ Oi ⊂ O ñ íåïóñòûì êðàåì.

Âåëè÷èíà λ(O, N) íàçûâàåòñÿN -ñðåäíèì ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû ìíîæåñòâà O.

Äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïëîäîòâîðíî èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå â [44] â òåîðèè êâàçè-
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è èññëåäîâàíèÿõ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ñóáðåøåíèé êâà-
çèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê ñâîéñòâàì îïåðàòîðà
Ëàïëàñà. Â ýòîé æå ðàáîòå óñòàíîâëåíà îöåíêà ñíèçó íà N -ñðåäíåå ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòîòû â òåðìèíàõ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîãîîáðàçèÿ. Â öåëîì æå íèæíèå
îöåíêè äàííîé âåëè÷èíû äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî íåèçó÷åííîé
îáëàñòüþ. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé ñòîèò èçîëèðîâàííî è èññëåäîâàíèå â íåì ìîæíî ïðîâå-
ñòè ïîëíîñòüþ.

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Σ.

Ëåììà 1.5. Äëÿ äàííîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà O = ∪si=1Oi ⊂ Σ òàêîãî, ÷òî
∂Oi 6≡ ∅, Oi ∩ Oj = ∅ è äëÿ ëþáîãî öåëîãî N âûïîëíåíî

(59) λ2,θ(O) = π

[
max
1≤i≤s

∫
Oi

θ(t) dt

]−1

≥ π∫
O
θ(t) dt

è

(60) λ2,θ(O;N) ≥ πN

[
max
1≤i≤s

∫
O

θ(t)dt

]−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî O ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ ∆1, ∆2, . . . ,∆s, êîòîðûå îñíàùå-
íû íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Ïóñòü òàêæå |∆i| � äëèíà ∆i. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
ϕi(t) ∧∆i è äëÿ 0 ≤ t ≤ |∆i| ïîëîæèì

ξi(t) =

t∫
0

θi(τ)dτ ,

ãäå θi(τ) åñòü îãðàíè÷åíèå θ(t) íà ∆i. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Âèðòèíãåðà [92, ñòð. 222],
ïîëó÷àåì

|∆i|∫
0

|ϕ′i(t)|
2 θ−1

i dt

|∆i|∫
0

ϕi(t)2θidt

=

ξi∫
0

|ψ′i(t)|
2 dt

ξi∫
0

ψi(t)2dt

≥
(
π

ξi

)2

.

Çäåñü ξi = ξi(|∆i|) è ψi(ξ) = ϕi ◦ t(ξ). Ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ψi(ξ) = sin(ξπ/ξi) è, â
ñèëó ëåììû 1.3, íåðàâåíñòâî (59) äîêàçàíî.

Ñ öåëüþ äîêàçàòü (60), ïîëîæèì ε > 0 è âûáåðåì ðàçëîæåíèå O â îáúåäèíåíèå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ δi ⊂ O òàêèõ, ÷òî

ε+ λ2,θ(O;N) ≥ 1

N

N∑
k=1

λ2,θ(δi) =
π

N

N∑
k=1

(∫
δi

θi(t) dt

)−1

.
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì, ïî-
ëó÷èì

ε+ λ2,θ(O;N) ≥ πN

[
1

N

N∑
k=1

N

∫
δi

θi(t)dt

]−1

≥ πN

[∫
O

θ(t)dt

]−1

,

è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

5. Äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëà Äèðèõëå

5.1. Â äàííîì ïóíêòå ìû óñòàíàâëèâàåì îöåíêè íà èíòåãðàë Äèðèõëå ñóáãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ ðàññìîòðåííîå âûøå ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû è
åå N -ñðåäíèõ.

Ïóñòü D ⊂ M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è f ∈ C1(D). Äëÿ çàäàííîãî α > 1 ââåäåì
èíòåãðàë Äèðèõëå ∫

D

|∇f |α ,

åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë îòëè÷åí îò áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü f(m) � íåêîòîðàÿ α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà M ; D = D(τ) � ôèê-
ñèðîâàííûé ýëåìåíò àñèìïòîòè÷åñêîãî òðàêòà {D(τ)} ôóíêöèè f(m). Âîçüìåì t ∈
(h(D);h0), ãäå

h(D) = inf{h(m) : m ∈ D},
è

P (t) = D ∩Bh(t), Q(t) = D \Bh(t).

Ëåììà 1.6. Ïóñòü M(t) = maxD∩Σh(t){τ, f(m)}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë t1 < t2 èç
èíòåðâàëà (h(D), h0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(61)
∫
P (t1)

|∇f |α ≤ ααcap (P (t1), Q(t2); D) Mα(t2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, äîïóñòèìàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ åìêîñòè
êîíäåíñàòîðà (P (t1), Q(t2); D). Òîãäà f1(m) = (f(m)−τ) ðàâíà íóëþ âñþäó íà ìíîæåñòâå
∂D . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîëó÷àåì∫

D

ϕα〈∇f1,∇f1 |∇f1|α−2〉 ≤ −α
∫

D

ϕα−1f1〈∇f1 |∇f1|α−2 ,∇ϕ〉.

Òàêèì îáðàçîì,

(62)
∫

D

ϕα |∇f |α ≤ α

(∫
D

ϕα |∇f |α
)α−1

α
(∫

D

|f1|α |∇ϕ|α
) 1

α

,

îòêóäà, ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ f1(m), èìååì:(∫
D

ϕα |∇f |α
)
≤ αα max

D∩Σh(t2)
fα1 (m)

∫
D∩Bh(t2)

|∇ϕ|α .

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ðàâåíñòâî ϕ(m) ≡ 1 íà P (t1) è ïåðåõîäÿ ê èíôèìóìó ïî âñåì ϕ(m),
ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.

ut
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Ëåììà 1.7. Ïóñòü f(m) � α-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è M(t) = max{|f(m)| : m ∈
Σh(t)}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1, t2 èç (0;h0) , t1 < t2 èìååì∫

Bh(t1)

|∇f |α ≤ αα

 t2∫
t1

M− α
α−1 (t)

S(Σt)
dt

1−α

,

ãäå

S(Σt) =

(∫
Σh(t)

|∇h|α−1

) 1
α−1

ïîòîê ôóíêöèè èñ÷åðïàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ òîëüêî â äåòàëÿõ îò èçëîæåííîãî âûøå. Èìåííî, ïðèìå-
íÿÿ ôîðìóëó Êðîíðîäà-Ôåäåðåðà ([88], òåîðåìà 3.2.22) è (62), ïîëó÷àåì

(63)
∫
Bh(t1)

|∇f |α ≤ αα
∫
Bh(t2)

|f |α |∇ϕ|α ≤ αα
t2∫
t1

Mα(t)dt

∫
Σh(t)

|∇ϕ|α

|∇h|

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ(m), äîïóñòèìîé äëÿ âû÷èñëåíèè åìêîñòè êîíäåíñàòîðà
(Bh(t1),M \Bh(t2);M)

Ïîëîæèì

G(t) =

∫ t

t1

dξ

M
α
α−1 (ξ)S(Σ(ξ))

.

Ïîäñòàâèì G ◦ h(m)/G(t2) âìåñòî ϕ(m) â (63). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì∫
Bh(t1)

|∇f |α ≤ ααG1−α(t2),

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

ut

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî h(m) � ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêîòîðîé
α-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Òîãäà ïîòîê S(Σt), îïðåäåëåííûé âûøå â ëåììå 1.7, íå áóäåò
çàâèñåòü îò âûáîðà t. Âåëè÷èíà

S(h) ≡ S(Σt) =

∫
Σt(h)

〈ν,∇h |∇h|α−2〉

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïîòîêîì ôóíêöèè h.

Ëåììà 1.8. Äëÿ ëþáûõ t1, t2 èç èíòåðâàëà (0, h0) òàêèõ, ÷òî t1 < t2, âûïîëíåíî

cap(Bh(t1),M \Bh(t2);M) =

(
S(h)

t2 − t1

)α−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(m), îïðåäåëåííàÿ äëÿ m ∈ Bh(t2) \ Bh(t1)
ðàâåíñòâîì

ϕ(m) =
t2 − h(m)

t2 − t1
,
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ðàâíà 0 ïðè m ∈ M \ Bh(t2) è ðàâíà 1, êîãäà m ∈ Bh(t1), ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ
êîíäåíñàòîðà (Bh(t1),M \Bh(t2);M). Òîãäà èç (46) èìååì

capα,h(t1, t2) ≤
∫
Bh(t2)\Bh(t1)

|∇ϕ|α ,

ãäå îáîçíà÷åíî
capα,h(t1, t2) = cap(Bh(t1),M \Bh(t2);M).

Èñïîëüçóÿ α-ãàðìîíè÷íîñòü h(m) è ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîëó÷àåì∫
Bh(t2)\Bh(t1)

|∇ϕ|α =

∫
Bh(t2)\Bh(t1)

(|∇ϕ|α + ϕ div |∇ϕ|α−2∇ϕ) =

=

∫
Σh(t2)

ϕ |∇ϕ|α−1 〈∇ϕ, ν〉 −
∫

Σh(t1)

ϕ |∇ϕ|α−1 〈∇ϕ, ν〉.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ϕ(m), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

capα,h(t1, t2) ≤
(
S(h)

t2 − t1

)α−1

.

Çàìåòèòèì, ÷òî ϕ(m) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ â çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ α-åìêîñòè êîíäåíñà-
òîðà (P (t1), Q(t2)) â ñèëó òîãî, ÷òî îíà α-ãàðìîíè÷åñêàÿ è óäîâëåòâîðÿåò "åñòåñòâåí-
íîìó"ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ 〈∇h, ν〉 = 0 íà ∂M (ñì. [27]). Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäíåì
íåðàâåíñòâå èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà.

5.2. Ïóñòü M � íåêîìïàêòíîå p-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöè-
åé èñ÷åðïàíèÿ h(m) : M → [0, h0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ α-ñóáãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé è {D(τ)} � àñèìïòîòè÷åñêèì òðàêòîì f . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ïîäìíîæå-
ñòâî D ≡ D(τ0), ãäå τ0 � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèé h è f ; ïîëîæèì f1(m) =
f(m)−τ0 âñþäó â D . Ïóñòü h(D) = infm∈D h(m). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî t > h(D)
ôóíêöèè h(m) èìååì

J(t) ≡
∫

D∩Bh(t)

|∇f |α ≤
∫

D∩Σh(t)

f1〈∇f1|∇f1|α−2,
∇h
|∇h|

〉,

òàê êàê f1(m)∆αf1(m) ≥ 0 âñþäó â D . Çäåñü ν(m) = ∇h/|∇h| � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü ê Σh(t)∩D ïî îòíîøåíèþ ê ìíîãîîáðàçèþM . Ìíîæåñòâî Σh(t)∩D êîìïàêòíî
è ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñ íåïóñòûìè êðàÿìè γ1(t), . . . , γk(t).
Ïóñòü γ(t) = ∪kj=1γj(t). Ïîëîæèì

(64) λ(t) = min
1≤i≤k

λα,|∇h|(γi).

Òîãäà f1 äîïóñòèìà äëÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (54) íà ìíîæåñòâå Σh(t) ∩ D . Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, áóäåì èìåòü

f1〈∇f1|∇f1|α−2,∇h〉 ≤ α− 1

λ(t)α

∣∣∣∣〈∇f1|∇f1|α−2,
∇h
|∇h|

〉
∣∣∣∣ α
α−1

+

+
1

α
λα−1(t)|f1|α|∇h|α,

è, òàêèì îáðàçîì,

J(t) ≤
∫

Σh(t)∩D

f1〈∇f1|∇f1|α−2,
∇h
|∇h|

〉 ≤
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≤ λα−1(t)

α

∫
Σh(t)∩D

|f1|α|∇h|α−1 +
α− 1

αλ(t)

∫
Σh(t)∩D

1

|∇h|

∣∣∣∣〈∇f1|∇f1|α−2,
∇h
|∇h|

〉
∣∣∣∣ α
α−1

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå λ(t), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(65) J(t) ≤ 1

αλ(t)

∫
Σh(t)∩D

|Df1|α

|∇h|
+
α− 1

αλ(t)

∫
Σh(t)∩D

|∇f1|α

|∇h|

∣∣∣∣〈 ∇f1

|∇f1|
,
∇h
|∇h|

〉∣∣∣∣ α
α−1

,

ãäå ÷åðåç D îáîçíà÷åíà èíäóöèðîâàííàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîçâîäíàÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèè
Σ(t).

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ν = ∇h(m)|∇h(m)|−1 êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê Σh(t) â
òî÷êå m, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà:

(66) ∇f1 = Df1 + ν〈∇f1, ν〉.

Òàêèì îáðàçîì, èç (65) è (66) èìååì

J(t) ≤ 1

λ(t)

∫
Σh(t)∩D

|∇f1|α

|∇h|

(
ξα

α
+
α− 1

α
(1− ξ2)

α
2(α−1)

)
,

ãäå ξ = |Df1|/|∇f1| ≤ 1. Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
â ñêîáêàõ åñòü óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé ξ äëÿ α ≥ 2 è âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ 1 < α < 2. Íàõîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðõíèå ãðàíè, ïîëó÷èì

J(t) ≤ c(α)

λ(t)

∫
Σh(t)∩D

|∇f1|α

|∇h|
,

ãäå

(67) c(α) =


α− 1

α
, äëÿ α ≥ 2;

1

α
äëÿ α ∈ (1; 2)

Òàê êàê ìíîæåñòâî Σh(t) ∩ D � ìíîæåñòâî t-óðîâíÿ ôóíêöèè h, òî íà îñíîâàíèè
ôîðìóëû Êðîíðîäà-Ôåäåðåðà èìååì

(68) J(t) ≤ c(α)

λ(t)

dJ

dt

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (h(D), h0).

5.3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó ôóíêöèè f íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðåãóëÿð-
íûé àñèìïòîòè÷åñêèé òðàêò. Ïóñòü ∆ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî èíòåðâàëà (h(D);h0),
îòâå÷àþùåå îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíîñòè òðàêòà D(τ0), òî åñòü Γ(t) = ∅ äëÿ t ∈ ∆, ãäå

∆ = ∪∞i=1∆i , ∆i = (αi, βi),

è h0 ∈ ∆. Çàìåòèì, ÷òî J(t) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. Áîëåå òîãî, äëÿ t ∈ ∆
èç ëåììû 1.3 çàêëþ÷àåì, ÷òî λ(t) = λα,h(Σh(t) ∩D) è, â ñèëó (68), ïîëó÷àåì

J ′(t) ≥ c(α)λα,h(Σh(t) ∩D) J(t)

ïî÷òè âñþäó â (h(D), h0). Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè J(t), ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f(m) � α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà M è D = D(τ0) �
ðåãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà àñèìïòîòè÷åñêîãî òðàêòà {D(τ)}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1, t2 èç
(h(D), h0)∫

D∩Bh(t1)

|∇f |α ≤
(∫

D∩Bh(t2)

|∇f |α
)

exp

−c(α)

∫
(t1,t2)∩∆

λα,h(Σh(t) ∩D)dt

 .

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ α-ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, èìåþùåé ïî
êðàéíåé ìåðå N ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ {Di(τ)}, . . . , {DN(τ)}
è σ = max1≤i≤N h(Di), ãäå Di ≡ Di(τi) � ñóòü èõ ðåãóëÿðíûå ýëåìåíòû. Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ t1 < t2 èç (σ, h0) èìååì

(69) N min
1≤i≤N

∫
Di∩Bh(t1)

|∇f |α ≤
∫
Bh(t2)

|∇f |α exp

−c(α)

t2∫
t1

λα,h(Σh(t);N) dt

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, äëÿ ëþáîé îáëàñòè Di è
ïðîèçâîëüíûõ t1 < t2, ti ∈ (σ, h0) èìååì

exp

c(α)

t2∫
t1

λi(t)dt

 ∫
Bh(t1)∩Di

|∇f |α ≤
∫

Di∩Bh(t2)

|∇f |α ,

ãäå λi(t) = λα,h(Σh(t) ∩Di). Ñóììèðóÿ ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

(70) min
1≤i≤N

∫
Di∩Bh(t1)

|∇f |α ·
N∑
i=1

exp

c(α)

t2∫
t1

λi(t) dt

 ≤ ∫
Bh(t2)

|∇f |α,

è, íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà ìåæäó àðèôìåòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèìè èç
(70) èìååì

min
1≤i≤N

∫
Di∩Bh(t1)

|∇f |α ·N exp
1

N

N∑
i=1

c(α)

t2∫
t1

λi(t) dt

 ≤ ∫
Bh(t2)

|∇f |α.

Îáëàñòè D1, . . . ,DN ïîïàðíî íåíàëåãàþùèå, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî t ∈ (t1, t2) âûïîë-
íÿåòñÿ

1

N

N∑
i=1

λi(t) =
1

N

N∑
i=1

λα,h(Di ∩ Σh(t)) ≥ λα,h(Σh(t), N).

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

ut

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ h(m) òàêîå,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî N ≥ 1 è h1 < h0 âûïîëíåíî

(71)

h0∫
h1

λα,h(Σh(t);N) dt = +∞.
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Òîãäà êàæäàÿ α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(m) ñ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå∫
M

|∇f |α <∞

èìååò íå áîëåå (N − 1) ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(m) èìååò N ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ òðàêòîâ, òî èç (69) è (71), â ñèëó êîíå÷íîñòè èíòåãðàëà Äèðèõëå, äëÿ íåêî-
òîðîãî i ≤ N è ti ∈ (h(Di), h0) íà îòêðûòûì ìíîæåñòâå Di ∩ Bh(ti) âñþäó âûïîëíÿåòñÿ
|∇f | ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(m) ≡ const, ãäå m ∈ Di ∩ Bh(ti), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäå-
ëåíèþ Di = Di(τi).

ut

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ h(m) òàêîå,
÷òî

(72)

h0∫
h1

λα,h(Σh(t); 2)dt = +∞.

Òîãäà åäèíñòâåííûìè α-ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà M ñ êîíå÷íûìè èíòåãðàëàìè
Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè f(m) � ïðîèçâîëüíàÿ α-ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé, òî äëÿ äàííîé òî÷êè m0 ìîæíî ðàññìîòðåòü íîâóþ
α-ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ f1(m) = |f(m)− f(m0)|, êîòîðàÿ èìååò ïî êðàéíåé ìåðå
äâà ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòà. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåä-
ñòâèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ f1.

Ïóñòü òåïåðü ∆ = ∪i∆i � ïîäìíîæåñòâî èíòåðâàëà (h1, h0), ñîñòîÿùåå èç ðåãóëÿðíûõ
çíà÷åíèé t ôóíêöèè h òàêîå, ÷òî λα,h(Σh(t), 2) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâî Σh(t0) íå ìîæåò ñîäåðæàòü öèêëîâ è, òàêèì îáðàçîì, òðàêòû ôóíêöèè f1

ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

ut

Çàìå÷àíèå 1.3. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì íàøèõ óòâåðæäåíèé îò

àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ òèïà òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå òðåáîâàíèÿ ïîë-
íîòû ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåð 5.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ (71), (72) íå âëåêóò ïîëíîòó
ìíîãîîáðàçèÿ.

5.4. Ïðèìåð. Ïóñòü M ðåàëèçîâàíî êàê êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â Rn

ñ ïðîôèëüíîé ôóíêöèåé ρ(xn), òî åñòü

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n−1 = ρ2(xn), xn > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(0) = 0, à íà÷àëî êîîðäèíàò â Rn � ïðåäåëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà M .
Èìåííî,

ρ(t) =

{
t, äëÿ t ∈ (0; 1);√

9− t2, äëÿ t ∈ (1; 2).
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ãäå ζ(t) � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñêëåéêè. Òîãäà M èìååò ôîðìó
"êàïëè"ñ ðåãóëÿðíîé âåðõíåé òî÷êîé A = (0, . . . , 0, 3) è îñîáåííîñòüþ â íóëå. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññîòÿíèÿ h(m), èçìåðÿåìîãî îò A äî m ∈ M ,
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ íà M è

h0 = lim
m→0

h(m) < +∞.

Ïîýòîìó M íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå h-ñôåðû Σh(t)
ñóòü (n−2)-ìåðíûå åâêëèäîâû ñôåðû ðàäèóñà R(t). Çäåñü R(t) = ρ(m) è h(m) = t. Åñëè
h(m) äîñòàòî÷íî áëèçêî ê h0, òî

R(h(m)) =
1√
2

(h0 − h(m)).

Çàìåòèì, ÷òî |∇h| ≡ 1 âñþäó âM\{A}. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îñíîâíîé
÷àñòîòû íà åâêëèäîâûõ ñôåðàõ [44], ïîëó÷àåì

λα,h(Σh(t), N) =
c

h0 − t
, ïðè t→ h0,

ãäå c çàâèñèò òîëüêî îò n è N . Òåïåðü (72) âûïîëíåíî, â òî âðåìÿ êàê M íå ÿâëÿåòñÿ
ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì.

5.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(m) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå
N ≥ 1 ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ {D1(τ)}, . . . , {DN(τ)} è âûáåðåì ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå îáëàñòè Dk = Dk(τk), 1 ≤ k ≤ N òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâà Dk ∩ Σh(t) îòâå÷àëè
óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè.

Èñïîëüçóÿ (61) è (70), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî(
min

1≤i≤N

∫
Di∩Bh(t1)

|∇f |α
) N∑

k=1

exp

c(α)

t2∫
t1

λα,h(Dk ∩ Σh(t))dt

 ≤
≤ ααMα(t3)capα,h(t2, t3),

ãäå M(t) = maxm∈Σh(t){τ1, τ2, . . . , τN , f(m)} è ÷èñëà t1 < t2 < t3 ïðèíàäëåæàò (h1, h0).

Ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 1.1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

min
1≤i≤N

∫
Di∩Bh(t1)

|∇f |α ≤

≤ ααMα(t3)

N
capα,h(t2, t3) exp

−c(α)

t2∫
t1

λα,h(Σh(t), N) dt

 .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Äàíæóà-Àëüôîðñà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f(m) � α-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî
N ≥ 1 âûïîëíåíî

lim inf
t,ξ→h0

Mα(ξ) capα,h(t, ξ) exp

−c(α)

t∫
t1

λα,h(Σh(t), N)dt

 = 0,
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ãäå c(α) � ïîñòîÿííàÿ èç (67), M(t) = maxΣh(t) f
+(m); t1 > 0 ôèêñèðîâàíî è t, ξ

ñòðåìÿòñÿ ê h0, ïðè÷åì t1 < t < ξ. Òîãäà f(m) èìååò íå áîëåå (N − 1) ðàçëè÷íûõ
ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ.

6. Îöåíêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíûõ
ïîäìíîãîîáðàçèÿõ

6.1.

Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü â RN , çàäàííàÿ C2-ãëàäêèì èçîìåòðè÷åñêèì ïîãðóæåíèåì
x(m) p-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ; D � îòêðûòàÿ ïîäîáëàñòü â M è a � òî÷êà â RN .
Ïîëîæèì

ka(D) = inf
m∈D
〈x(m)− a,H(m)〉,

ãäå H � âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû ïîãðóæåíèÿ x(m). Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííàÿ âåëè÷èíà
ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêîé ðîñòà ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè M � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, òî ka(D) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(D) ïåðâîå
íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîäìíîæåñòâà D .

Ïóñòü Ba(R) � îòêðûòûé øàð â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â
òî÷êå a. Òîãäà äëÿ D îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ øàð Ba(R) ⊃
x(D), íàçûâàåìûé øàðîì, îïèñàííûì îêîëî D . ×åðåç ρ(D) áóäåì îáîçíà÷àòü ðàäèóñ
ýòîãî øàðà. Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè ïîãðóæåíèÿ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(73) ρ(D) ≤ d(D),

ãäå ÷åðåç d(D) îáîçíà÷åí ðàäèóñ íàèìåíüøåãî ãåîäåçè÷åñêîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî D .
Áóäåì äàëåå ãîâîðèòü, ÷òî D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòè M , åñëè íàéäåòñÿ
òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî D1 ⊂M , äëÿ êîòîðîãî D = x(D1).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN è D ⊂M � ïðîèçâîëüíîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî ρ(D) <∞ è ka(D) ≥ −(p− 1), ãäå a � öåíòð øàðà,
îïèñàííîãî îêîëî D . Òîãäà èìååò ìåñòî

(74) λ(D) ≥ µ(ν)

ρ2(D)
,

ãäå ν = p + [ka(D)], µ(ν) � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà åäèíè÷íîãî ν-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî øàðà
è êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî, ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè [96] è [35],
íàøà îöåíêà äàåòñÿ â òåðìèíàõ âíåøíåé ãåîìåòðèè è ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîá-
ðàçèé äàííàÿ âûøå îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D ⊂M

(75) λ(D) ≥ µ(p)

ρ2(D)
.

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå p-ìåðíîé ïëîñêîñòè â RN , ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç öåíòð øàðà, îïèñàííîãî îêîëî D .
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6.2. Óêàæåì íà íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé ê òåîðèè
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Êëàññè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äàííóþ ìåòðèêó
ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ïîãðóæåííîé â RN ïîâåðõíîñòè ñ íàáîðîì çàäàííûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ñëåäñòâèå 1.5 óêàçûâàåò ïðè÷èíó íåâîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ ýòîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ðîñòà îñíîâíîé ÷àñòîòû ãåîäåçè÷åñêîãî øàðà.
Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òîëüêî âíóòðåííèå òåðìèíû, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ âíåøíåãåîìåòðè÷åñêèì.

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü â Rp ñ çàäàííîé â íåé
ïîëíîé ìåòðèêîé ds2. Ïóñòü z0 ∈ D � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà è D(R) � ãåîäåçè÷åñêèé
øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â z0. Òîãäà åñëè

lim
R→+∞

λ(D(R)) R2 < µ(p),

òî ïàðà (D ; ds2) íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ìèíèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå íè â
êàêîì RN , N > p.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ ñðàçó æå âûòåêàåò èç îöåíîê (73) è (75).

Ý. Êàëàáè â [28] âûñêàçàë ãèïîòåçó, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ëþáàÿ âíóòðåííå
ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3 íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â åâêëèäîâîì øàðå. Ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ïðåïÿòñòâèå ê ïîëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ ãèïîòåçû Êàëàáè
â òåðìèíàõ îñíîâíîé ÷àñòîòû ïîãðóæàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü M � âíóòðåííå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN ,
ñîäåðæàùàÿñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî åâêëèäîâà øàðà ðàäèóñà R. Òîãäà ïåðâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ M îòëè÷íî îò íóëÿ è âûïîëíåíî

λ1(M) ≥ µ(2)

R2
.

Èç ðåçóëüòàòîâ ×åíãà è ßî [101], â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ðîñò îáúåìà ãåîäåçè÷å-
ñêîãî øàðà íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ âûøå, ÷åì ïîëèíîìèàëüíûé.

6.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 îïèðàåòñÿ íà ïðèâîäèìîå íèæå ñâîéñòâî ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Áåññåëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü ν ≥ 1 � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, λ > 0 è Y (z) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(76) xY ′′(x) + (ν − 1)Y ′(x) + λxY (x) = 0

íà îòðåçêå [0;R] ñ êðàåâûì óñëîâèåì

(77) Y (0) = 1, Y ′(0) = 0

òàêîå, ÷òî

(78) Y (x) > 0, ∀x ∈ [0;R).

Òîãäà âñþäó íà èíòåðâàëå (0;R) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(79) xY ′′(x)− Y ′(x) > 0.
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Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (76)�(78).

Ëåììà 1.9. Åñëè Y (x) � ðåøåíèå (76)�(78), òî ôóíêöèÿ

Y1(x) ≡ −1

x
Y ′(x)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (76) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ν1 = ν + 2 è
λ1 = λ. Ïðè ýòîì

lim
x→+0

Y1(x) =
λ

ν
> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî èç (76) âûòåêàåò

0 = Y ′′(0) + (ν − 1) lim
x→+0

1

x
Y ′(x) + λY (0) = λ+ νY ′′(0),

òî åñòü Y ′′(0) = −λ/ν. Îòñþäà íàõîäèì

lim
x→+0

Y1(x) = lim
x→+0

(
−1

x
Y ′(x)

)
= Y ′′(0) =

λ

ν
.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî Y1(x) � ðåøåíèå (76) âíóòðè èíòåðâàëà (0;R). Íåïîñðåäñòâåííî
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

Y ′1(x) =
1

x2
(Y ′ − xY ′′), lim

x→+0
Y ′1(x) = 0,

Y ′′1 (x) =
1

x3
(2xY ′′ − 2Y ′ − x2Y ′′′),

è ïîýòîìó

xY ′′1 (x) + (ν + 1)Y ′1(x) + λxY1(x) = −Y ′′′ − ν − 1

x
Y ′′ + Y ′

(
−λx2 + ν − 1

x2

)
=

= − d

dx

(
Y ′′ +

ν − 1

x
Y ′ + λY

)
.

Íåîáõîäèìîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç (76). Ëåììà äîêàçàíà. ut

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùåé ëåììîé, ìîæíî ñ÷èòàòü íîâîå ðåøåíèå Y1 ïðîäîëæåí-
íûì íà âåñü ñåãìåíò [0, R].

Ëåììà 1.10. Ëþáîå ðåøåíèå (76))�(78) åñòü ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà îò-
ðåçêå [0, R].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ν = 1 èìååì Y (x) = cos πx
2c

äëÿ íåêîòîðîãî c ≥ R; óòâåð-
æäåíèå ëåììû î÷åâèäíî.

Ïóñòü òåïåðü ν ≥ 2. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Y (x) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìèíèìóìà
íà ñåãìåíòå [0;R). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ∈ [0;R), ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè Y (x). Ýòî âëå÷åò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
ñîîòíîøåíèé

Y ′(x) = 0, è Y ′′(x) ≥ 0.
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Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî Y ′′(0) = −λ
ν
< 0, òî åñòü ξ > 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (76), áóäåì èìåòü

Y ′′(ξ) + λY (ξ) = 0,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü Y ′′(ξ), çàìå÷àåì, ÷òî Y (ξ) ≤ 0. Ïîñëåäíåå ñîîòíî-
øåíèå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (78).

Èñïîëüçóÿ îòðèöàòåëüíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ â íóëå è êðàåâîå óñëîâèå
(77), ïîëó÷àåì, ÷òî Y (x) ñòðîãî óáûâàåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è ïîýòîìó, íà
îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìèíèìóìà, îíî ÿâëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íåâîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèåé. Äîêàæåì, ÷òî Y ′(x) 6= 0 íà (0;R), èëè, ÷òî òîæå ñàìîå: Y ′(x) < 0 âñþäó íà (0;R).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ Y1(x) = −Y ′(x)/x, ÿâëÿþùóþñÿ
ïî ëåììå 1.9 ðåøåíèåì (76) äëÿ ν1 = ν + 2. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, Y ′(x) ≤ 0 ïðè
x ∈ [0;R], ïîýòîìó Y1(x) ≥ 0 è Y1(0) = λ

ν
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y1(ξ) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ [0;R). Òîãäà ξ > 0 è, â ñèëó
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,

Y ′′1 (x) = −ν + 1

x
Y ′1(x)− λY1(x), ∀x ∈ (0;R],

ëèáî Y1
′(x) 6= 0, ëèáî Y1(x) � òîæäåñòâåííî íóëåâîå ðåøåíèå. Â ñèëó íåâîçìîæíîñòè

ïîñëåäíåé àëüòåðíàòèâû, ôóíêöèÿ Y1(x) èçìåíÿåò çíàê â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò íåîòðèöàòåëüíîñòè Y1(x). Ñëåäîâàòåëüíî, Y1(x) > 0 âñþäó íà [0;R), òî åñòü
Y (x) ñòðîãî óáûâàåò.

ut

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Ïîëîæèì v(x) = Y ′′x− Y ′, èëè
v(x) = x3D2[Y ],

ãäå D � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

D[f ] = −1

x

d

dx
(f(x)).

Â ñèëó ëåììû 1.9, ôóíêöèÿ Y2 = D2[Y ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (76) ïðè ν2 = ν + 4. Áîëåå
òîãî, íà îñíîâàíèè ëåììû 1.9 è ëåììû 1.10, ôóíêöèè Yn = Dn[Y ] ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû
ïðè n ≥ 1, ÷òî ëåãêî âûâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè èç (77). Òåì ñàìûì,

v(x) = x3Y2(x) > 0

âñþäó íà ïîëóèíòåðâàëå (0;R], ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ut

6.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 óäîáíî ïðîâåñòè â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,
ïðèãîäíîé äëÿ äðóãèõ âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé. Ïóñòü V ⊂ RN � ôèêñèðîâàííîå n-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, {vi}ni=1 � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V è f 2(m) =∑n

i=1〈x(m), vi〉2. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèå f(m) íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Ëåììà 1.11. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(80) ∇f(m) =
1

f(m)
v>
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è

(81) ∆f(m) =
σ(V, T )− 1

f(m)
+
〈H(m), v〉
f(m)

+
|v⊥|2

f 3(m)
,

ãäå v =
∑n

i=1 vi〈x(m), vi〉, σ(V, T ) =
∑n

i=1 |v>i |2 è ñèìâîëû > è ⊥ îçíà÷àþò ïðîåêöèþ
äàííîãî âåêòîðà íà êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê M è ∇ � êàíîíè÷åñêàÿ êîâàðè-
àíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â RN . Òîãäà

∇Ef(m) =
1

f(m)

n∑
i=1

〈x(m), vi〉∇E〈x(m), vi〉 =

=
1

f(m)

n∑
i=1

〈x(m), vi〉〈∇ Ex(m), vi〉 =

=
1

f(m)

n∑
i=1

〈x(m), vi〉〈E, v>i 〉 =
〈E, v>〉
f(m)

,

è, ïî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà, ïðèõîäèì ê (80).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà e ∈ RN èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∆〈x(m), e〉 =
〈H(m), e〉, ïîëó÷àåì

1

2
∆f 2(m) =

n∑
i=1

[
〈x(m), vi〉∆〈x(m), vi〉+ |∇〈x(m), vi〉|2

]
=

(82) =
n∑
i=1

〈x(m), vi〉〈H(m), vi〉+
n∑
i=1

|e>i |2 = 〈v,H(m)〉+ σ(V, T ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1

2
∆f 2(m) = f(m)∆f(m) + |∇f(m)|2 = f(m)∆f(m) +

|v>|2

f 2(m)
,

è, â ñèëó (82), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (81).

ut

Ëåììà 1.12. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN ñ âåêòîðîì ñðåäíåé êðèâèç-
íû H. Ïóñòü V � n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â RN è CV

a (R) � îáîáùåííûé öèëèíäð
âèäà

CV
a (R) = {x ∈ RN : |xV − a| < R},

ãäå a ∈ V è xV � ïðîåêöèÿ âåêòîðà x íà V . Ïóñòü k = ka(M ∩ CV
a (R)) è âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

(83) ν = n+ p+ [k]−N ≥ 1.

Òîãäà

(84) λ(M ∩ CV
a (R)) ≥ µ(ν)

R2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0. Îòìåòèì, ÷òî

σ(V, T ) =
n∑
i=1

|v>i |2 = n−
n∑
i=1

|v⊥i |2 ≥ n− (N − p),

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå k è ïðèìåíÿÿ (81), ïîëó÷èì

(85) ∆f ≥ n+ p+ k − 1

f(m)
+
|v⊥|2

f 3(m)
≥ ν − 1

f(m)
+
|v⊥|2

f 3(m)
.

Çàôèêñèðóåì ðåøåíèå Y (t) çàäà÷è (76)�(78), ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà
ν = n + p + [k] − N , ãäå λ0 ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Y (R) = 0.
Èìåííî, ââèäó îäíîðîäíîñòè (76), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî λ0 = µ(p)/R2. Èñïîëüçóÿ
îòðèöàòåëüíîñòü Y ′(t) è ñîîòíîøåíèå (85), ïîëó÷èì äëÿ êîìïîçèöèè ϕ = Y ◦ f(m)

∆ϕ(m) = Y ′(t)∆f + |∇f |2Y ′′(t) ≤

≤ Y ′(t)

f(m)
(ν − 1) +

(
Y ′(t)

f(m)
(ν − 1)− Y ′′(t)) |v

>|2

f 2(m)
+ Y ′′(t)

)
=

(86) = −λ0Y (t) +
|v>|2

f 3(m)
(Y ′(t)− Y ′′(t)f(m)) .

Â ñèëó ëåììû 1.4, ϕ(m) � ïîëîæèòåëüíàÿ íà ìíîæåñòâå D ⊂ M äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó

(87) λ(D) ≥ inf
m∈D

(
−∆ϕ(m)

ϕ(m)

)
.

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå D ìíîæåñòâî x−1(M ∩CV
a (R)) è îáúåäèíÿÿ (86) è (87), ïîëó÷àåì

(88) λ(M ∩ CV
a (R)) ≥ λ0

|v>|2

f 3(m)

(
Y ′(t)− Y ′′(t)f(m)

)
.

Íåðàâåíñòâî (84) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà λ0.

ut

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé ëåììû, åñëè
ïîëîæèòü V = RN è, òåì ñàìûì, CV

a (R) = Ba(R).

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî â (75) ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî âñþäó íà
M ∩Ba(R) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |x⊥(m)| = 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð
x(m) ïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê M â êàæäîé òî÷êå, òî åñòü ïîâåðõíîñòü
M ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ïîãðóæåíèÿ, òàêàÿ
ïîâåðõíîñòü ñîâïàäàåò ñ p-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç a.

ut



Ãëàâà 2

Ïðîåêòèâíûé îáúåì ìèíèìàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Â ïàðàãðàôå 1 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîåêòèâíîãî è ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìîâ ïî-
ãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (Vp(M ) è Qp(M ) ñîîòâåòñòâåííî). Îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ
íàøèõ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïàðàãðàô 2, â êîòîðîì óñòàíàâëèâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü
ïðîåêòèâíîãî è ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìîâ ïîëíîãî ìèíèìàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ îò-
íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ãîìîòåòèé è ñäâèãîâ ïðîñòðàíñòâà Rn. Êðîìå òîãî, çäåñü
æå ìû äîêàçûâàåì ðàâåíñòâî Vp(M ) = pQp(M ) äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé M
áåç êðàÿ. Â ïàðàãðàôå 3 èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ïðîåêòèâíîãî îáúåìà è êîíôîðìíûõ õàðàê-
òåðèñòèê ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ ïðîåêòèâíîãî
îáúåìà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ïðîåêòèâíûé è ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåìû

1.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M p-ìåðíóþ âíåøíå ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü è Ba(R) = {x ∈
Rn : |x− a| < R} � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà R > dM (a), ãäå

(89) dM (a) = max
m∈M

|x(m)− a|.

Òîãäà, î÷åâèäíî, x(∂M) ⊂ Ba(R). Çàôèêñèðóåì r > dM (a) è ïîëîæèì

(90) Vp(M ; a) = lim sup
R→∞

1

lnR

∫
Ma(r,R)

1

|x(m)− a|p
,

ãäå Ma(r, R) = {m ∈ M : r < |x(m)− a| < R}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà Vp(M ; a) íå
çàâèñèò îò âûáîðà ðàäèóñà r.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàçîâåì âåëè÷èíó Vp(M ; a) ëîãàðèôìè÷åñêèì îáúåìîì ïîâåðõíî-

ñòè M îòíîñèòåëüíî òî÷êè a.

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (90), ó÷àñòâóåò â îïðåäåëåíèè ïðèâåäåííîé ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ïëîùàäè íåêîìïàêòíûõ äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé íà ïëîñêîñòè C2 è âïåð-
âûå áûë ïðèìåíåí ê çàäà÷àì òåîðèè êîíôîðìíûõ è êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
Ãð�å÷åì [18], à çàòåì Òåéõìþëëåðîì [71] (ñì. òàêæå [13, ñòð. 144]). Ýòà æå õàðàêòå-
ðèñòèêà èñïîëüçîâàëàñü â èçó÷åíèè öåëûõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äâóõ ïåðåìåííûõ Ð. Ôèííîì [89], Ìèêëþêîâûì Â.Ì. [42],
Ìèêëþêîâûì è àâòîðîì [46]. Îòìåòèì òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó Ë. Ñàéìîíà, ãäå îöåíêè
èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (90) ïðèìåíÿþòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áåðíøòåéíà â
ñïåöèàëüíîì êëàññå êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

55
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Âåëè÷èíà Vp(M ; a) êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ââîäèòñÿ íàìè âïåðâûå.
Êàê âèäíî èç äîêàçûâàåìîãî íàìè äàëåå â ïóíêòå 2 ïðèçíàêà ïàðàáîëè÷íîñòè ìíîãî-
îáðàçèÿ, ïðîåêòèâíûé îáúåì íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ êîíôîðìíûìè ñâîéñòâàìè ìíîãîîáðà-
çèÿ. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî äðóãîé òðàäèöèîííî ïðèíÿòîé â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ÿâëÿåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ ñêîðîñòè ðîñòà îáúåìà
ãåîäåçè÷åñêîãî øàðà [101], [24], [17].

1.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αm(v) óãîë ìåæäó âåêòîðîì v ∈ Rn è êàñàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì TmM . Òîãäà ñëåäóþùèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

(91) Qp(M ; a) =

∫
M

sin2 αm(x(m)− a)

|x(m)− a|p

áóäåì íàçûâàòü ïðîåêòèâíûì îáúåìîì ïîâåðõíîñòè M îòíîñèòåëüíî òî÷êè a ∈ Rn.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå N â Cn, ðàññìàòðèâàåìîå êàê
âåùåñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ Cn = R2n, ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî
ìèíèìàëüíûì [90, òåîðåìà 2.6.1] è, â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà. Â ýòîì ñëó÷àå ââåäåííûé íàìè ïðîåêòèâíûé îáúåì ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè, ñî çíà÷åíèåì ïðîåêòèâíîãî îáúå-
ìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ N â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè êîìïëåêñíûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ ([102], ñòð.128-129). Òàêèì îáðàçîì, íàøå îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîäõîäÿùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà íà îáùèå ìè-
íèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîåêòèâíîãî îáúåìà ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé, äîêàçû-
âàåìûå íàìè â äàëüíåéøåì, ÿâëÿþòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì èçâåñòíûõ ñâîéñòâ àíàëèòè-
÷åñêèõ ìíîæåñòâ è êîìïëåêñíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Cn.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîãî îáúåìà òåñíî ñâÿçàíî ñ òàêèìè èíòåãðàëüíî-
ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîâåðõíîñòè, êàê êðàòíîñòü åå ïðîåêöèè íà ñôåðó
èëè ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ÷òî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â íàøèõ äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèÿõ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ñóùåñòâóåò îäíî ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ðàññìîòðåííûõ âûøå

îïðåäåëåíèé. Èìåííî, åñëè ïðîåêòèâíûé îáúåì, ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíîé, ÷óâñòâèòåëüíîé ê ëîêàëüíîìó èçìåíåíèþ ïîâåðõíîñòè, òî ëîãàðèôìè÷åñêèé
îáúåì îòâå÷àåò çà àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèÿ. Îäíàêî, êàê áóäåò âèäíî
èç ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü M ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé è âíåøíå ïîëíîé, çíà÷åíèÿ îáîèõ îáúåìîâ ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîé
ïîñòîÿííîé.

2. Âçàèìîñâÿçü ëîãàðèôìè÷åñêîãî è ïðîåêòèâíîãî îáúåìîâ

2.1. Äîêàçûâàåìûå íàìè â ýòîì ïàðàãðàôå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ
èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè "â öåëîì"ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.
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Êàê ïðîñòîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ, ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òîì ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïîâîðîòîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îñòàâëÿþ-
ùèõ òî÷êó a íà ìåñòå. Èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî � èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè-
òåëüíî ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, à çíà÷èò, îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ äâèæåíèé
ïðîñòðàíñòâà Rn. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â
Rn ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êðàåì ∂M . Òîãäà âåëè÷èíà ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà Vp(M , a)
íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè a ∈ Rn è, áîëåå òîãî, âåðõíèé ïðåäåë â (90) ìîæåò áûòü
çàìåíåí íà îáû÷íûé ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì h = dist (a, x(M)) è ρ = max(h; dM (a)), ãäå dM (a) îïðåäå-
ëåíà â (89). Ïîëàãàÿ f(m) = |x(m)− a|, áóäåì èìåòü

(92) ∇f(m) =
(
∇ |x(m)− a|

)>
=

x>a (m)

|xa(m)|
,

ãäå ìû äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåì xa(m) = x(m)− a. Ñëåäîâàòåëüíî,

div
x>a (m)

|xa(m)|p
=

1

|xa(m)|p
div(x>a (m))− p

|xa(m)|p+1 〈∇f, x
>
a (m)〉 =

(93) =
p(|xa(m)|2 −

∣∣x>a (m)
∣∣2)

|xa(m)|p+2 =
p
∣∣x⊥a (m)

∣∣2
|xa(m)|p+2 .

Ïóñòü r, R � ïðîèçâîëüíûå ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(m) òàêèå, ÷òî ρ <
r < R. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ âûøå ñîîòíîøåíèå ïî ìíîæåñòâó Ma(r, R) è
ïðèìåíèì ê íåìó ôîðìóëó Ñòîêñà:

1

Rp

∫
∂Ma(R)

〈x>a (m), ν〉 − 1

rp

∫
∂Ma(r)

〈x>a (m), ν〉 = p

∫
Ma(r,R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 ,

ãäå ν � ýòî åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ìíîæåñòâó t-óðîâíÿ ∂Ma(t) ôóíêöèè
f(m), ðàññìàòðèâàåìîìó êàê ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå M . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ν(m) =
x>a (m)

|x>a (m)|
,

äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ t. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

J(t) = t−1

∫
∂Ma(t)

∣∣x>a (m)
∣∣ ,

íàéäåííîå âûøå òîæäåñòâî ïåðåïèøåì êàê

(94)
J(R)

Rp−1
− J(r)

rp−1
= p

∫
Ma(r,R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 .
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Â ÷àñòíîñòè, èç (94) âûòåêàåò, ÷òî äðîáü J(t)/tp−1 ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé
íà (ρ; +∞).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Êðîíðîäà-Ôåäåðåðà [88, òåîðåìà 3.2.22]∫
Ma(r,R)

1

|xa(m)|p
=

∫
Ma(r,R)

∣∣x>a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 +

∫
Ma(r,R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 =

=

R∫
r

dt

tp+2

∫
∂Ma(t)

∣∣x>a (m)
∣∣2

|∇f |
dm+

∫
Ma(r,R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 =

(95) =

R∫
r

J(t)

tp−1

dt

t
+

∫
Ma(r,R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 =

R∫
r

J(t)

tp−1

dt

t
+

1

p

(
J(R)

Rp−1
− J(r)

rp−1

)
.

Äîêàæåì, ÷òî

(96) lim
R→+∞

J(R)

Rp−1
= Vp(M , a).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îòìå÷åííîãî âûøå ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè äðîáè J(R)/Rp−1,
åå ïðåäåë, êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé, ñóùåñòâóåò. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ýòîò
ïðåäåë ðàâåí β < +∞ è îáîçíà÷èì çà ϕ(R) ëåâóþ ÷àñòü (96). Òîãäà

(97)
ϕ(R)

lnR
=

1

lnR

∫ R

r

J(t)

tp−1
· dt
t

+
1

lnR
·O(1), ïðè R→ +∞.

Ñóùåñòâîâàíèå è çíà÷åíèå ïðåäåëà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (97) âûòåêàåò èç ïðàâèëà
Ëîïèòàëÿ:

lim
R→+∞

1

lnR

∫ R

r

J(t)

tp−1
· dt
t

= lim
R→+∞

J(R)
Rp−1

1
R

= lim
R→+∞

J(R)

Rp−1
= β,

è, òåì ñàìûì, â ñèëó (97), ïðåäåë â (90) ñóùåñòâóåò è âûïîëíåíî (96).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî J(t)t1−p → +∞. Ïî äàííîìó n ∈ N âûáåðåì R1 òàê, ÷òî
J(t)t1−p ≥ n ïðè t ≥ R1. Òîãäà èç (95) ïîëó÷èì

ϕ(R) ≥
∫ R

R1

J(t)

tp−1
· dt
t
≥ n ln

R

R1

, ïðè R ≥ R1,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë â (90), ðàâíûé +∞. Òàêèì îáðàçîì, (96) äîêàçàíî
è ìû ïðîâåðèëè, ÷òî âåðõíèé ïðåäåë â (90) ìîæíî çàìåíèòü íà îáûêíîâåííûé ïðåäåë.

Ïðîâåðèì, ÷òî Vp(M , a) íå çàâèñèò îò a ∈ Rn. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíî
îòëè÷íóþ îò a òî÷êó b ∈ Rn è ïîëîæèì δ = |b − a|. Âûáåðåì ïî äàííîìó ε ∈ (0; 1)
âåëè÷èíó r(ε) > max(1, δ) òàê, ÷òîáû

pδ

r − δ

[
1 +

rp−1

(r − δ)p−1

]
< ε
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äëÿ ëþáîãî r > r(ε). Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåä-
íåãî íåðàâåíñòâà èìååò íóëåâîé ïðåäåë ïðè r → ∞. Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíî R1 > r(ε),
äëÿ ëþáîãî R > R1 èìååì:∣∣∣∣∣∣∣

∫
Mb(R1,R)

1

|x− b|p
−

∫
Mb(R1,R)

1

|x− a|p

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Mb(R1,R)

||x− b|p − |x− a|p|
|x− b|p |x− a|p

≤

(98) ≤ pδ

∫
Mb(R1,R)

|x− b|p−1 + |x− a|p−1

|x− b|p |x− a|p
.

Òîãäà, ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈Mb(R1, R) âûïîëíåíî

|x(m)− a| ≥ |x(m)− b| − δ > R1 − δ,
è, ó÷èòûâàÿ âûáîð r(ε), ïîëó÷àåì

(99) pδ

∫
Mb(R1,R)

|x− b|p−1 + |x− a|p−1

|x− b|p |x− a|p
< ε

∫
Mb(R1,R)

1

|x− b|p
.

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (98) è (99), ïîëó÷èì

(1− ε)
∫

Mb(R1,R)

1

|x− b|p
≤

∫
Mb(R1,R)

1

|x− a|p
≤ (1 + ε)

∫
Mb(R1,R)

1

|x− b|p
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå âëîæåíèÿ:

(100) Ma(R1 + δ, R− δ) ⊂Mb(R1, R) ⊂Ma(R1 − δ, R + δ),

ïîýòîìó èç (100) èìååì ∫
Ma(R1+δ,R−δ)

1

|x− a|p
≤ (1 + ε)

∫
Mb(R1,R)

1

|x− b|p

è ∫
Ma(R1−δ,R+δ)

1

|x− a|p
≥ (1− ε)

∫
Mb(R1,R)

1

|x− b|p
.

Äåëÿ ïîëó÷èâøèåñÿ íåðàâåíñòâà íà lnR è óñòðåìëÿÿ R→ +∞, ïîëó÷èì

(1− ε)Vp(M , b) ≤ Vp(M , a) ≤ (1 + ε)Vp(M , b),

è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε, ïîëó÷àåì Vp(M , b) = Vp(M , a).

ut

2.2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòèâíûì è ëîãàðèô-
ìè÷åñêèì îáúåìàìè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â
Rn ñ âîçìîæíî íåïóñòûì êðàåì ∂M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî a 6∈ x(M) âûïîëíåíî

(101) Vp(M , a) = pQp(M , a) + c(∂M ; a),

ãäå c(∂M ; a) � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ, ÷òî c(∅; a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R > dM (a). Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (93) ïî Ma(R),
ïîëó÷èì

1

Rp

∫
∂Ma(R)

〈x>a (m), ν〉 −
∫
∂M

〈x>a (m), ν〉
|xa(m)|p

= p

∫
Ma(R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 .

Åñëè α ≡ αm(x(m)−a) � óãîë ìåæäó âåêòîðîì xa(m) è êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
TmM , òî

|x⊥a (m)|2 = |xa(m)|2 − |xa(m)>|2 = |xa(m)|2(1− cos2 α) = |xa(m)|2 sin2 α,

ñëåäîâàòåëüíî,

(102) Qp(M ; a) =

∫
Ma(R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (91) è (96), ïîëó÷èì ïðè R→∞

Vp(M , a)− c(∂M ; a) = pQp(M,a),

ãäå

c(∂M ; a) =

∫
∂M

〈x>a (m), ν〉
|xa(m)|p

.

ut

Èç äîêàçàííûõ òåîðåì âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ñâÿçü ìåæäó ëîãàðèôìè÷åñêèì
è ïðîåêòèâíûì îáúåìàìè, èìåþùàÿ áëèçêèé àíàëîã â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîìïëåêñ-
íûõ ìíîæåñòâ [102, ëåììà 3.6].

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
â Rn áåç êðàÿ è a 6∈ x(M). Òîãäà îáå âåëè÷èíû Qp(M , a) è Vp(M , a) íå çàâèñÿò îò
âûáîðà a è âûïîëíåíî

(103) Vp(M , a) = pQp(M , a).

2.3. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïîâåðõíîñòè M ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Πn ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ãîìîòåòèé îáúåìëþùåãî åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ýòîì ñìûñëå òåîðåìû 2.1 è òåîðåìû 101 ïîêàçûâàþò, ÷òî
êàê ïðîåêòèâíûé îáúåì Qp(M , a), òàê è ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M , a) ÿâëÿþòñÿ
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èíâàðèàíòàìè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïå-
ðåíîñîâ è âðàùåíèé â Πn

1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíâàðèàíòíîñòü õàðàêòåðèñòèê Qp(M , a)
è Vp(M , a) îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ãîìîòåòèé ëåãêî ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ è ôîð-
ìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé ïîä èíòåãðàëîì.

Â äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì ïàðàìåòð a â îáîçíà÷åíèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà, à
òàêæå â îáîçíà÷åíèè ïðîåêòèâíîãî îáúåìà, åñëè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå a 6∈M :

Vp(M ) ≡ Vp(M , a); Qp(M ) ≡ Qp(M , a).

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà Vp(M , a) íå çàâèñèò îò âûáîðà
a ∈ Rn. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè a ∈ x(M) ïðîåêòèâíûé îáúåì
äèñêðåòíî èçìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
â Rn áåç êðàÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ). Òîãäà äëÿ ëþáîé
òî÷êè a ∈ x(M)

(104) Qp(M , a) =
1

p

(
Vp(M )− ωp · a#M

)
,

ãäå a#M � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ïîãðóæåíèÿ x (òo åñòü ïîëíîå ÷èñëî ïðîîáðà-
çîâ x−1(a) â M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ

J(t) =
1

t

∫
∂Ma(t)

|x>a (m)|

è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (94), ïîëó÷èì, ÷òî âåëè÷èíà J(t)t1−p ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è
ïîëîæèòåëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

µ(a) = lim
t→+0

J(t)

tp−1
.

Â ñèëó ñâîéñòâ ñîáñòâåííîñòè ïîãðóæåíèÿ è ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ x, ìíîæå-
ñòâî ïðîîáðàçîâ x−1 = {m1, . . . ,mk}, k = a#∂M òî÷êè a ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Êðîìå
òîãî, ïî òåì æå ïðè÷èíàì íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè t < ε ìíîæåñòâî x−1(Ma(t))
ðàñïàäàåòñÿ íà k îòêðûòûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè O1(t), . . . ,Ok(t), ñîäåðæàùèõ ñîîòâåò-
ñòâåííî m1, . . . ,mk è ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ. Âûáèðàÿ ε äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñóæåíèÿ x|Oi(t) ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó r → +0 â (94), ïîëó÷èì

(105)
J(R)

Rp−1
− µ(a) = p

∫
Ma(R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 ,

1Ïðîåêòèâíûé îáúåì, ïîäñ÷èòàííûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè a, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ ëþáîãî ïàðàëëåëü-
íîãî ïåðåíîñà σ : Rn → Rn òàêîãî, ÷òî a /∈ σ(M ).
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ãäå ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (91).
Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè âëîæåíèÿ x|Oi(t), áóäåì èìåòü

lim
t→+0

1

t
sup

m∈Oi(t)

|x⊥a (m)| = 0

äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ k è, òàêèì îáðàçîì,

lim
t→+0

1

tp−1

∫
∂Oi(t)

|x>a |
|xa(m)|

= lim
t→+0

1

tp−1

∫
∂Oi(t)

√
1− |x

>
a |2
t2

=

(106) lim
t→+0

H p−1(∂Oi(t))

tp−1
= ωp,

ãäå H p−1 � (p − 1)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèé äëÿ t < ε, ∂Ma(t) = ∪ki=1∂Oi(t), îòêóäà, ââèäó (106),

µ(a) = lim
t→+0

J(t)

tp−1
= lim

t→+0

1

tp−1

k∑
i=1

∫
∂Oi(t)

|x>a |
|xa(m)|

= kωp,

è, âîçâðàùàÿñü ê (105), ïîëó÷èì

J(R)

Rp−1
= kωp + p

∫
Ma(R)

∣∣x⊥a (m)
∣∣2

|xa(m)|p+2 .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè R → +∞ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå è ó÷èòûâàÿ (96), ïîëó÷èì
òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

ut

2.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-
íîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé p-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ìèíèìàëü-
íàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn áåç êðàÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ).
Òîãäà

(107) Vp(M , a) > ωp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (104) è íåîòðèöàòåëüíîñòè Qp(M , a) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ x(M) âûïîëíåíî

Vp(M , a) ≥ pQp(M , a) + ωp ≥ ωp.

Òîãäà íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî â (107) ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáú-
åìà îò âûáîðà òî÷êè a.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Vp(M , a) = ωp. Â ýòîì ñëó÷àå èç ïîñëåäíåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ
âûòåêàåò, ÷òî Qp(M , a) = 0. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè ñëåäóþùåì óñëîâèè:

(x(m)− a)⊥ ≡ 0, ∀m ∈M,

òî åñòü x(m)− a ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ê ïîâåðõíîñòè M .
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Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü äëÿ êîíóñîâ ñ âåðøèíîé â òî÷êå
a. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âíåøíþþ ïîëíîòó è ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè, çàêëþ÷àåì,
÷òî M � ãèïåðïëîñêîñòü.

ut

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè ïðîåêòèâíîãî îáúåìà è òåîðåìû 2.3
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ(M ) ìàêñèìàëüíóþ êðàòíîñòü
ïîãðóæåíèÿ ïîâåðõíîñòè M (ξ(M ) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ x−1(a) â M , ãäå
a ïðîáåãàåò Rn).

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
â Rn áåç êðàÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ). Òîãäà

(108) ξ(M ) ≤ Vp(M , a)

ωp
.

3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîåêòèâíîãî îáúåìà

3.1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ðàíåå ïîëó÷åííîå
â [42] è [46] ñîîòíîøåíèå ìåæäó ëîãàðèôìè÷åñêèì îáúåìîì è êîíôîðìíûì òèïîì ïðî-
èçâîëüíîé ñîáñòâåííî ïîãðóæåííîé ïîâåðõíîñòè M .

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ïîâåðõíîñòü êîíå÷-
íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà. Òîãäà M èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû (2.4) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî r
èìååò ìåñòî îöåíêà

(109) lim sup
R→∞

modp Γ(r;R) · lnp−1(R/r) ≤ Vp(M ),

ãäå Γ(r;R) � ñåìåéñòâî êðèâûõ âM0(r;R), ñîåäèíÿþùèå ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ∂M0(r;R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r > dM (0). Òîãäà â êà÷åñòâå äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Γ(r;R)
ôóíêöèè ρ(m) ìîæíî ðàññìîòðåòü

ρ(m) =
1

|x(m)| ln(R/r)
.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé γ ∈ Γ(r;R) âûïîëíåíî∫
γ

ρ(m) |dx(m)| ≥
∣∣∣∣∫
γ

ρ(m) d|x(m)|
∣∣∣∣ =

1

ln(R/r)

∣∣∣∣∫
γ

d|x(m)|
|x(m)|

∣∣∣∣ = 1

Ïî îïðåäåëåíèþ (48) ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ, èìååì

modp Γ(r;R) ≤
∫
M(r;R)

ρp(m) ≤ 1

lnp(R/r)

∫
M(r;R)

1

|x(m)|p
,
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îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà è òåîðåìó 2.1,
ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

ut

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Ïóñòü F ⊂M � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò,

r = sup
m∈F
|x(m)|,

è R > r âûáðàíî ïðîèçâîëüíî. Â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè åìêîñòè

capp (F,M ′(R);M) ≤ capp (M0(r),M ′(R);M),

ãäåM ′(R) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâàM \M0(R). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ðàâåíñòâà (49)
èç ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì

capp (F,M ′(R);M) ≤ modp Γ(r;R).

Íî, â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, äëÿ p ≥ 2 âåëè÷èíà ìîäóëÿ modp Γ(r;R) ñòðåìèòñÿ
ê 0 ïðè R → ∞. Òàêèì îáðàçîì, èñ÷åðïàíèå Ui = M0(i + r), i ∈ N, îòâå÷àåò óñëîâèþ
ïàðàáîëè÷íîñòè M . Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

ut

3.2. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ ïðîåêòèâíîãî îáúåìà äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïðîåêòèâíûé îáúåì Rp ðàâåí

(110) Qp(R
p) = Ωp,

ãäå Ωp � p-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà åäèíè÷íîãî p-ìåðíîãî øàðà â Rp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = Rp ðàñìàòðèâàåòñÿ êàê âëîæåííîå ìèíèìàëüíîå ïîä-
ìíîãîîáðàçèå Rp+1:

x(y) = ep+1 + y : Rp → Rp+1, y ∈ Rp,

ãäå {ei} � ïîäõîäÿùèé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð â Rp+1. Òîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò íå
ïðèíàäëåæèò M è, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêòèâíîãî îáúåìà,

Q(M ) =

∫
Rp

∣∣x(y)⊥
∣∣2 dy

|x(y)|p+2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x(y)⊥ = ep+1, îòêóäà íàõîäèì ïîñëå ñôåðè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåí-
íîé

Q(M ) =

∫
Rp

dy

(|y|2 + 1)p+2/2
= ωp

+∞∫
0

tp−1 dt

(1 + t2)p+2/2
=

=
ωp
p

= Ωp.

ut
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Ïóñòü òåïåðü M = (M,x) � íåêîòîðàÿ p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn.
Äëÿ äàííîãî k ≥ 1 ðàññìîòðèì íîâóþ ïîâåðõíîñòü S = M × Rk, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì

x(m; y) = (x(m); y), (m; y) ∈M ×Rk.

Ëåììà 2.2. Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ S � (p + k)-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn+k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì
ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ñðåäíåé êðèâèçíû äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïîâåðõíîñòåé
â ñóììó ïåðâîíà÷àëüíûõ âåêòîðîâ ñðåäíèõ êðèâèçí è òîãî ôàêòà, ÷òî ñàìî ìíîãîîáðà-
çèå Rk � ìèíèìàëüíîå.

ut

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíå÷íîãî ïðîåê-
òèâíîãî îáúåìà Vp(M ). Òîãäà S ≡M ×Rk � òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ ñ êîíå÷íûì ïðîåêòèâíûì îáúåìîì è

(111)
Qp+k(S )

Ωp+k

=
Qp(M )

Ωp

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � ðàäèóñ-âåêòîð S , òî èìååò ìåñòî îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæå-
íèå

x(s) = x(m)⊕ y, s ≡ (m; y) ∈M ×Rk.

Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî N1(s) ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå s óäîáíî
îòîæäåñòâèòü ñ íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì N(m) ê M , ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïîâåðõ-
íîñòü â Rn, è áóäåì çàïèñûâàòü x⊥(m) âìåñòî x(m)N(m). Òåì ñàìûì,∣∣xN1

∣∣2 =
∣∣x(m)N1 + yN1

∣∣2 =
∣∣x⊥(m)

∣∣2 .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|x|2 = |x(m)|2 + |y|2.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â (102), ïîëó÷èì

Qp(S ) =

∫
M×Rk

∣∣x(m)N1(s)
∣∣2

|x|p+k+2
dmdy =

∫
M×Rk

∣∣x⊥(m)
∣∣2

(|x(m)|2 + |y|2)α
dmdy.

ãäå α =
k + p+ 2

2
. Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

Qp(M ) =

∫
M

∣∣x⊥(m)
∣∣2

|x(m)|p+2
dm,

ïîëó÷èì

Qp(S ) =

∫
M×Rk

∣∣x⊥(m)
∣∣2

(|x(m)|2 + |y|2)α
dmdy =
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=

∫
M

∣∣x⊥(m)
∣∣2 dm∫

Rk

dy

(|x|2 + |y|2)α
=

∫
M

∣∣x⊥(m)
∣∣2 dm

|x(m)|k+p+2

∫
Rk

dy(
1 +

(
|y|
|x(m)|

)2
)α .

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå y = |x(m)|z, ïîëó÷èì ñëå-
äóùåå ñîîòíîøåíèå∫

M

∣∣x⊥(m)
∣∣2 dm

|x(m)|k+p+2

∫
Rk

|x(m)|k dz
(1 + |z|2)α

=

∫
M

∣∣x⊥(m)
∣∣2 dx

|x(m)|p+2

∫
Rk

dz

(1 + |z|2)α

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî

Qp(S ) = cQp(M ),

ãäå ïîñòîÿííàÿ c îò ïîâåðõíîñòè M íå çàâèñèò. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 2.1, ïîëó÷èì

c =
Qp(R

p+k)

Qp(Rp)
=

Ωp+k

Ωp

,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

ut

3.3. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äàåò àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè-
÷åñêîãî îáúåìà M .

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü M ∈ Rn � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a > 0 âûïîëíåíî

(112) Vp(M ) = p

∫
M

|x⊥|2 + a(
|x|2 + a

) p+2
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 0 è λ =
√
a. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn+1 = Rn ⊕R1 è

ïîâåðõíîñòü Mλ, çàäàâàåìóþ âåêòîð-ôóíêöèåé xλ(m) = x(m) +λen+1, ãäå x(m) � ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ M . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîâåðõíîñòü Mλ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
ïîâåðõíîñòè M âäîëü âåêòîðà en+1 íà λ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâîNλ(m) ê ïîâåðõíîñòèMλ â òî÷êåm ∈M
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé

Nλ(m) = N(m)⊕ L,
ãäå N(m) � íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M è L � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðà en+1.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

|xNλλ |
2 = |xN |2 + λ2, |xλ|2 = |x|2 + λ2,

è ïðîåêòèâíûé îáúåì Mλ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâåí

Qp(Mλ; 0) =

∫
M

|xNλλ |2

|xλ|p+2
=

∫
M

|xN |2 + a(
|x|2 + a

) p+2
2

.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîâåðõíîñòüMλ íå ïðîõîäèò ÷åðåç 0. Ïîýòîìó Vp(Mλ) = pQp(Mλ; 0).
Òàê êàê ïî òåîðåìå 2.1 ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì M èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
â ïðîñòðàíñòâå, òî Vp(Mλ) = Vp(M ), îòêóäà ñëåäóåò (112).

ut

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü M ∈ Rn � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà. Òîãäà

(113) Vp(M ) = p lim
a→+∞

a · ∫
M

1(
|x|2 + a

) p+2
2

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì èç (112)

Vp(M ) = p

∫
M

|x⊥|2(
|x|2 + a

) p+2
2

+ pa

∫
M

1(
|x|2 + a

) p+2
2

≡ I1(a) + I2(a).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâûé èíòåãðàë I1(a) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè a → +∞, îòêóäà
ñëåäóåò (113).

ut





Ãëàâà 3

Ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû óñòàíàâëèâàåì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé ïðîåêòèâíîãî îáúåìà
è ÷èñëîì êîíöîâ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 1 ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè è êîíå÷íîãî
ïðîåêòèâíîãî îáúåìà âñåãäà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M ). Áîëåå òîãî, óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà `(M ) ≤ c(p, n)Vp(M ), ãäå c(n, p) � íåêîòîðàÿ óíèâåð-
ñàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â äàííîé ãëàâå ìû òàêæå ïîëó÷àåì îöåíêè ïðîåêòèâíîãî îáúåìà
äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â òåðìèíàõ èõ èíòåãðàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê. Â ïàðàãðàôå 2 äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà ñâåðõó ïðîåêòèâíîãî îáúåìà äëÿ ìèíèìàëü-
íûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñ êîìïàêòíûì êðàåì, èìåþùèõ êîíå÷íóþ êðàòíîñòü ïðîåêöèè
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè. Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàëü-
íûå ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå êîíå÷íóþ êðàòíîñòü ïðîåêöèè îòíîñèòåëüíî ãðàññìàíèàíà.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îöåíêà ïðîåêòèâíîãî îáúåìà ïîëó÷åíà äëÿ ïî-
âåðõíîñòåé ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè. Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé ãëàâû, ìû
ïîëó÷àåì îöåíêè ÷èñëà êîíöîâ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé â òåðìèíàõ êðàòíîñòè ïðîåêöèè è
èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî ñôåðû.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà äâóìåðíîìó ñëó÷àþ. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû � 5,
ìû ïîëó÷àåì â ïàðàãðàôå 4 îöåíêè èíäåêñà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìèíèìàëüíîé
ïîâåðõíîñòè. Êàê ñëåäñòâèå, äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Áåðíøòåéíà äëÿ äâó-
ìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, à òàêæå ïîëó÷åíû
îöåíêè ÷èñëà ãîðáóøåê íà ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ êîíå÷íîãî ïðîåêòèâíîãî îáúåìà.

1. Îöåíêà ÷èñëà êîíöîâ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè

1.1. Íàïîìíèì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ð. Îññåðìàíà [54]: â óïîìÿíóòîì ñëó÷àå
ìíîãîîáðàçèå M ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì `(M ) âûáðîøåííûõ òî÷åê (êîíöîâ). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà

(114) g(M ) + `(M )− 1 ≤ 1

4π

∫
M

|K(m)|,

ãäå g(M ) � ðîä ïîâåðõíîñòè M . Â ÷àñòíîñòè, `(M ) < ∞. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè
÷èñëà êîíöîâ, îöåíêà (114) çàäàåò îãðàíè÷åíèå íà ðîä ïîâåðõíîñòè g(M ). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êàê ïîêàçûâàþò íåäàâíèå ïðèìåðû, ïîñòðîåííûå â [97], [26], ñóùåñòâóþò ñå-
ìåéñòâà äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â R3, èìåþùèå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî
êîíöîâ è êàê óãîäíî áîëüøóþ èíòåãðàëüíóþ ãàóññîâó êðèâèçíó. Â ÷àñòíîñòè, äàííîå
çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè íå äàåò ïðàâèëü-
íîé âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà êîíöîâ ïîâåðõíîñòè.
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Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (114) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ãëîáàëüíûõ èçîòåðìè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ëþáîé äâóìåðíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå èçîòåðìè÷åñêèõ êîîðäèíàò (äàæå ëîêàëüíî) íà
ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðåäêîé ñèòóàöèåé. Áîëåå òîãî, èçâåñòíûå
ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ïîêàçûâàþò, ÷òî îöåíêè â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé
(114) (äàæå ñ çàìåíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû íà ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò ãëàâíûõ
êðèâèçí), áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íå ñóùåñòâóåò [104], [3].

Îòìåòèì òàêæå íåäàâíèå ðàáîòû Êàñóå [29] è Êàñóå è Øóãàõàðà [30], ãäå äîêàçû-
âàåòñÿ êîíå÷íîñòü ÷èñëà êîíöîâ ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé
ïðè èçëèøíèõ, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, îãðàíè÷åíèÿõ íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âòî-
ðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïðè÷åì ñâÿçü ìåæäó âíåøíåé ãåîìåòðèåé òàêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé è íàëàãàåìûìè óñëîâèÿìè îñòàåòñÿ íåÿñíîé. Òàê, íàïðèìåð, â óêàçàííûé êëàññ
ïîïàäàþò ëèøü ïîâåðõíîñòè ñ äîñòàòî÷íî "õîðîøèì"ïîâåäåíèåì ãàóññîâà îáðàçà íà
áåñêîíå÷íîñòè. Ïî äàííîé ïðè÷èíå ìèíèìàëüíûå ãðàôèêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòÿìè â Rn+1, íå óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì óñëîâèÿì (ïðè n ≥ 8, êàê èçâåñòíî, òàêèå
ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóþò).

Èç ðåçóëüòàòîâ, äîêàçûâàåìûõ â ãëàâå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû, ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâ-
íûé îáúåì îáøèðíîãî êëàññà ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ãðàôè-
êè, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîñòü ïðîåêòèâíîãî îáúåìà íå âëå÷åò a priori
ñòàáèëèçàöèþ ãàóññîâà îáðàçà âáëèçè êîíöîâ ïîâåðõíîñòè.

1.2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ îöåíîê ÷èñëà êîíöîâ ìèíè-
ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ïðîåêòèâíûì îáúåìîì.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ âíåøíå ïîëíàÿ ñâÿçíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â Rn ñ êðàåì ∂M èëè áåç, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì Vp(M ).
Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M ) è âûïîëíåíî

(115) `(M ) ≤ 2p

ωp
Vp(M ).

Äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü D � ñâÿçíàÿ p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ãðàíèöåé
∂D ⊂ ∂B0(R1) ∪ ∂B0(R2), R2 > R1 > 0. Òîãäà

(116) AreapD ≥
ωp
p

(
R2 −R1

2

)p
,

ãäå AreapD � p-ìåðíàÿ ëåáåãîâà ìåðà ïîâåðõíîñòè D .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà D � êîìïàêòíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òàêàÿ, ÷òî åå êðàé ñîäåðæèòñÿ â ñôåðå ∂B0(R). Ïîëîæèì

A(t) = Areap(D ∩B0(t)) .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ
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(117) divx>(m) =
n∑
i=1

divxie
>
i =

n∑
i=1

∣∣e>i ∣∣2 = p,

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

(118) pA(t) =

∫
D∩B0(t)

divx>(m) = t

∫
D∩∂B0(t)

∣∣x>(m)
∣∣

|x(m)|
= t J(t),

ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ

pA(t)

tp
=
J(t)

tp−1

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Áîëåå òîãî,

lim
t→+0

pA(t)

tp
= lim

t→+0

J(t)

tp−1
= ωp · (0#D),

ãäå 0#D îçíà÷àåò êðàòíîñòü â íóëå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t > 0 èìååì

(119)
Areap(D ∩B0(t))

tpωp
≥ lim

t→+0

A(t)

tp
=

1

p
(0#D).

Ïåðâûé ñëó÷àé ëåììû äîêàçàí.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂D ⊂ ∂B0(R1) ∪ ∂B0(R2) è ââåäåì R = 1
2
(R1 + R2). Ïðè

òàêîì âûáîðå, â ñèëó ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè D , ìíîæåñòâî D ∩ ∂B0(R) íå ïóñòî. Ïóñòü
a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â D ∩ ∂B0(R). Òîãäà äëÿ D1 = D ∩Ba(r) èìååì

(120) ∂D1 ⊂ ∂Ba(r),

ãäå r = 1
2
(R2 − R1). Ââèäó (119) è âêëþ÷åíèÿ D1 ⊂ D , (120) âëå÷åò (116) è, òàêèì

îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

ut

Çàìå÷àíèå 3.1. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ëþáàÿ

÷àñòü D ðåàëèçóåò ìèíèìóì ïëîùàäè â êëàññå ïîâåðõíîñòåé ñ òîé æå ãðàíèöåé) ëåììà
3.1 òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðèìåíåíèåì îáùåãî ðåçóëüòàòà À. Ò. Ôîìåíêî [90,
ãë. 3, � 12] (ñì. òàêæå [1]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîãî
îáúåìà, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëî êî-
îðäèíàò 0 îòäåëåíî îò M è Vp(M ) = Vp(M , 0).

Â êà÷åñòâå êîìïàêòíîãî èñ÷åðïàíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñå-
ìåéñòâî åâêëèäîâûõ øàðîâ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ri ðàäèóñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè
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f(m) = |x(m)| . Ïóñòü êðàé ïîâåðõíîñòè ñîäåðæèòñÿ âíóòðè âñåõ òàêèõ øàðîâ. Çàôèê-
ñèðóåì ïðîèçâîëüíî R = Ri è ïóñòü D1, . . . ,Dk . . . � ñóòü âñå îòêðûòûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ M0(R). Çàìåòèì, ÷òî x(∂Dk) ⊂ ∂B0(R) è â ñèëó (117)

∆f(m) = div
x>(m)

|x(m)|
=

p

|x(m)|
− |x

>(m)|2

|x(m)|3
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷èì, ÷òî âñå Dk ÿâëÿþòñÿ îáëà-
ñòÿìè ñ íåêîìïàêòíûìè çàìûêàíèÿìè. Áîëåå òîãî, â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè çíà÷åíèÿ R,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî l = l(R) êîìïîíåíò Dk êîíå÷íî è ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíê-
öèåé îò R (ñì. ëåììó 1.1). Ïîëîæèì äëÿ t > R,

Jk(t) =
1

t

∫
∂B0(t)∩Dk

∣∣x>(m)
∣∣ .

Òîãäà, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(121)
l∑

k=1

Jk(t) = J(t) ≤ Vp(M )tp−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.1, ìû èìååì

Areap{m ∈ Dk : |x(m)| < t} ≥ ωp(t−R)p

p 2p
,

è, ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì k ≤ l ïîëó÷èì, ÷òî

Areap(M0(t) \M0(R)) ≥ lωp
p2p

(t−R)p.

Èñïîëüçóÿ (118) è (121), èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàâåíñòâ

lωp
p2p

(t−R)p ≤ Areap(M0(t) \M0(R)) ≤ Areap(M0(t)) =

=
tJ(t)

p
≤ Vp(M )tp

p
,

îòêóäà, äåëÿ íà tp è óñòðåìëÿÿ t→∞, ïîëó÷èì

l(R) = l ≤ Vp(M )2p

ωp
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ M \ Fi, ãäå Fi = M0(Ri), ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíî ïî i. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.1, M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M) è

`(M ) ≡ `(M) = lim
i→∞

l(Ri) ≤
Vp(M )2p

ωp
,
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÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó ïîëíîñòüþ.

ut

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ñâÿçíàÿ p-ìåðíàÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, èìåþùàÿ îãðàíè÷åííûé ïðîåêòèâíûé îáúåì. Òîãäà M èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ è

`(M) ≤ Qp(M )2pp

ωp
.

1.3. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, åñëè M ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïîëíîé ìèíèìàëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ ñ êîíå÷íîé èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé, òî îíà êîíôîðìíî ýêâèâà-
ëåíòíà íåêîòîðîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì óäàëåííûõ
òî÷åê. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì `(M ) êîíöîâ
M . Êðîìå òîãî, èç ðåçóëüòàòîâ [54] ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâî-
åé áåñêîíå÷íî óäàë�åííîé òî÷êè òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îòíîñèòåëüíî
ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò, è â [104] äîêàçàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè âûñîòû. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëî-
ãàðèôìè÷åñêèé îáúåì V2(Di) êàæäîãî êîíöà òàêîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí 2π. Ïîýòîìó

V2(M ) = 2π`(M ) = ω2`(M ),

òî åñòü ïðèâåäåííûé ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì

V ′p(M ) ≡ Vp(M )

ωp
â ýòîì ñëó÷àå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîíöîâ. Â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì, ÷òî V ′2(M )
� öåëîå ÷èñëî äëÿ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîé èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Â âûñøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ, êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû 1 (ñì. � 2), ïðèâåäåííûé îáúåì óæå íå îáÿçàòåëü-
íî áóäåò öåëûì ÷èñëîì.

2. Îöåíêè ïðîåêòèâíîãî îáúåìà n-ìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ ìèíèìàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
Rn+1, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
âíåøíå ïîëíàÿ n-ìåðíàÿ ïîâåpõíîñòüM , çàäàííàÿ âRn+1, ÿâëÿåòñÿ s-ãpàôèêîì îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîpîé ãèïåpïëîñêîñòè Π, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) îòîápàæåíèå ïpîåêöèè Pr : M → Π ñîáñòâåííîå, òî åñòü ïpîîápàç (Pr ◦ x)−1(F )
ëþáîãî êîìïàêòà F ⊂ Π ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â M ;

(2) ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê-ïpîîápàçîâ (Pr ◦ x)−1(a) äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ Rn+1

íå ïpåâîñõîäèò s.

Håòpóäíî âèäåòü, ÷òî, â ñèëó ñîáñòâåííîñòè ïîãðóæåíèÿ, ïîíÿòèå s-ãðàôèêà ñîâïà-
äàåò ñ îáû÷íûì îïpåäåëåíèåì ãpàôèêà ïpè s = 1.

Ìåòîä, èñïîëüçóåìûé íàìè äàëåå, ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì îáîáùåíèåì íà ìíîãîìåð-
íûé ñëó÷àé ïðèåìà, ïðåäëîæåííîãî ðàíåå â ðàáîòå [46]. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äàæå â
äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ íèæå îöåíêà çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò èìåþùóþñÿ â [46].
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü M � âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ âîçìîæíî
íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì, ÿâëÿþùàÿñÿ s-ãðàôèêîì. Òîãäà

(122) Vn(M ) ≤ skn ωn,

ãäå

(123) kn =
1 + a2

n(n− 1)2

2an(n− 1)
, an =

πΓ(n− 1)

2n−1Γ2(n/2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èíâàðèàíòíîñòü óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè è
âåëè÷èíû ïðîåêòèâíîãî îáúåìà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü Π çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì xn+1 = 0 è ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íå ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè M . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëîãàðèôìè÷åñêèé îáúåì ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè îò-
íîñèòåëüíî ãîìîòåòèè ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîåêöèÿ Pr(∂M ) êðàÿ ïîâåðõíîñòè (â òîì ñëó÷àå, åñëè îí íå ïóñò)
ðàñïîëîæåíà âíóòðè åäèíè÷íîãî øàðà ãèïåðïëîñêîñòè Π.

Ñíà÷àëà îöåíèì èíòåãpàë âèäà

I(R) ≡
∫

D(R)

1

|x|n
,

ãäå èíòåãpèpîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâó

D(R) = {m ∈M : 1 <
√
x2

1 + · · ·+ x2
n < R}.

Ïpè ýòîì îòìåòèì, ÷òî

(124)
∫

M0(1;R)

1

|x|n
< I(R),

ââèäó î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ M0(1;R) ⊂ D(R).

Ðàññìîòpèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, îïpåäåëåííóþ âñþäó â D(R)

f(x1, . . . , xn+1) =
1

|v|n−1
ϕ

(
xn+1

|v|

)
.

Çäåñü è äàëåå v = (x1, . . . , xn, 0), à ôóíêöèÿ ϕ îïpåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ñëàãàåìîãî ñëåäóþùèì äèôôåpåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

ϕ′(t) =
1

(1 + t2)n/2
,

è åå òî÷íûé âèä áóäåò âûáðàí ïîçæå.

Èñïîëüçóÿ ãàðìîíè÷íîñòü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé xk ìèíèìàëüíîãî ïîãðóæåíèÿ è
ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîëó÷èì∫

D(R)

〈∇xn+1,∇f〉 =

∫
∂D(R)

f〈∇xn+1, ν〉,
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ãäå ν � åäèíè÷íûé âíåøíèé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂D(R).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ íóæíûõ ãðàäèåíòîâ:

∇xn+1 = e>n+1, ∇|v| = v>

|v|
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå ðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè
ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîâåðèì âòîðîå ðàâåíñòâî

∇|v| = ∇
√
x2

1 + · · ·+ x2
n =

1

2
√
x2

1 + · · ·+ x2
n

(2x1∇x1 + · · ·+ 2xn∇xn) =

=
1

|v|
(
x1e1

> + · · ·+ xnen
>) =

1

|v|
(x1e1 + · · ·+ xnen)> =

v>

|v|
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∇f =
∂f

∂|v|
∇|v|+ ∂f

∂xn+1

∇xn+1 = −(n− 1)∇|v|
|v|n

ϕ

(
xn+1

|v|

)
−

−xn+1∇|v|
|v|n+1

ϕ′
(
xn+1

|v|

)
+
∇xn+1

|v|n
ϕ′
(
xn+1

|v|

)
= −(n− 1)∇|v|

|v|n
ϕ

(
xn+1

|v|

)
−

−∇|v|xn+1

|v|n+1

|v|n(
|v|2 + x2

n+1

)n/2 +
∇xn+1(

|v|2 + x2
n+1

)n/2 .
Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûpàæåíèå:

∇f = − v>

|v|n+1

[
(n− 1)ϕ

(
xn+1

|v|

)
+

xn+1|v|n−1(
|v|2 + x2

n+1

)n/2
]

+

+
e>n+1(

|v|2 + x2
n+1

)n/2 .
Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè íà ∇xn+1, ïîëó÷èì:

(125) 〈∇f,∇xn+1〉 = −
〈v>, e>n+1〉
|v|n+1

[
(n− 1)ϕ

(
xn+1

|v|

)
+

+
xn+1|v|n−1(
|v|2 + x2

n+1

)n/2
]

+
|e>n+1|2(

|v|2 + x2
n+1

)n/2 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè M . Òîãäà, â ñèëó

îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîpîâ en+1 è v â Rn+1, èìååì

〈v>, en+1
>〉 = 〈en+1 − en+1

⊥, v − v⊥〉 =

= 〈en+1, v〉 − 〈en+1, v
⊥〉 − 〈e⊥n+1, v〉+ 〈e⊥n+1, v

⊥〉,
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

e⊥n+1 = N〈en+1, N〉, v⊥ = N〈v,N〉,
áóäåì èìåòü:

〈v>, e>n+1〉 = −〈en+1, N〉〈v,N〉 − 〈en+1, N〉〈v,N〉+
+〈v,N〉〈N,N〉〈en+1, N〉 = −〈en+1, N〉〈v,N〉.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
|en+1

>|2 = 1− 〈en+1, N〉2.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â (125), ïîëó÷èì

〈∇f,∇xn+1〉 =
1− 〈en+1, N〉2(
|v|2 + x2

n+1

)n/2 +

+
〈v,N〉〈en+1, N〉

|v|n+1

[
(n− 1)ϕ

(
xn+1

|v|

)
+

xn+1|v|n−1(
|v|2 + x2

n+1

)n/2
]

=

=
〈en+1, N〉
|v|n

[
〈v,N〉
|v|

(
(n− 1)ϕ

(
xn+1

|v|

)
+

xn+1|v|n−1(
|v|2 + x2

n+1

)n/2
)
−

− 〈en+1, N〉|v|n(
|v|2 + x2

n+1

)n/2
]

+
1(

|v|2 + x2
n+1

)n/2
è, ââîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ ξ = xn+1/|v|, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

〈∇f,∇xn+1〉 =
〈en+1, N〉
|v|n

[
〈v,N〉
|v|

((n− 1)ϕ (ξ)+

+
ξ

(1 + ξ2)n/2

)
− 〈en+1, N〉

(1 + ξ2)n/2

]
+

1

|x|n
,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
1

|x|n
= 〈∇f,∇xn+1〉+

+
〈en+1, N〉
|v|n

[
〈en+1, N〉

(1 + ξ2)n/2
− 〈v,N〉
|v|

(
(n− 1)ϕ (ξ) +

ξ

(1 + ξ2)n/2

)]
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, ïîëó÷àåì îöåíêó

1

|x|n
≤ 〈∇f,∇xn+1〉+

+
|〈en+1, N〉|
|v|n

 1(
(1 + ξ2)n/2

)2 +

(
(n− 1)ϕ (ξ) +

ξ

(1 + ξ2)n/2

)2


1/2

.

Íàéäåì ôóíêöèþ ϕ(ξ) â ÿâíîì âèäå, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ϕ′ (ξ). Èìååì

ϕ (ξ) =

ξ∫
0

dτ

(1 + τ 2)n/2
+ c,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c áóäåò âûáðàíà ïîçæå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Φ2(ξ) =
1

(1 + ξ2)n
+

(
(n− 1)ϕ (ξ) +

ξ

(1 + ξ2)n/2

)2
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è íàéäåì òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü Φ(ξ) íà [0; +∞). Çàìåòèì, ÷òî

Φ (0) =
√

1 + (n− 1)2c2, Φ (∞) = (n− 1)

(
an + c

)
,

ãäå an = ϕ (∞), è èññëåäóåì Φ (ξ) íà ìàêñèìóì. Èìååì

2ΦΦ′ =
n

(1 + ξ2)n/2+1
[(n− 1)ϕ (ξ) + ξϕ′ (ξ)]− nξ

(1 + ξ2)n+1 =

=
n

(1 + ξ2)n+1

[(
(n− 1)ϕ (ξ) +

ξ

(1 + ξ2)n/2

)(
1 + ξ2

)n/2 − ξ] =

=
n(n− 1)ϕ (ξ)

(1 + ξ2)n+2/2
.

Òàêèì îáðàçîì, Φ′(ξ) = 0 òîëüêî ïðè ϕ (ξ) = 0. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ

Ñëó÷àé 1. Åñëè > 0, òî ϕ (ξ) > 0 ïðè âñåõ ξ ≥ 0 è Φ′(ξ) > 0, òî åñòü

max
ξ≥0

Φ(ξ) = Φ(+∞) = (n− 1)(an + c).

Ñëó÷àé 2. Åñëè c ∈ (−an; 0], òî ϕ (ξ) èìååò åäèíñòâåííûé íóëü, ñêàæåì, ξ0 > 0, è
âûïîëíåíî

ϕ (ξ) > 0 ïðè ξ > ξ0, ϕ (ξ) < 0 ïðè 0 < ξ < ξ0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ξ = ξ0, Φ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òîãäà

max
ξ≥0

Φ(ξ) = max {Φ(0); Φ(∞)} = max {
√

1 + (n− 1)2c2; (n− 1)(an + c)}.

Âàðüèðóÿ ïîñòîÿííóþ c â ïðåäåëàõ îò −an äî 0, ìîæíî äîáèòüñÿ îïòèìàëüíîãî
(ìèíèìàëüíîãî) çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû maxξ≥0 Φ(ξ).

Èìåííî, ñîîòâåòñòâóþùåå c0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ√
1 + (n− 1)2c2

0 = (n− 1)(an + c0).

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

c0 =
1− (n− 1)2a2

n

2(n− 1)2an
.

Ïðîâåðèì îòðèöàòåëüíîñòü 0, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
n(n− 1) > 1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè

an =

∞∫
0

dξ

(1 + ξ2)n/2
>

∞∫
0

dξ

(1 + 2ξ + ξ2)n/2
=

=

∞∫
0

dξ

(1 + ξ)n
=

1

n− 1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàéäåííîì âûøå 0 ïîëó÷èì:

max
ξ≥0

Φ(ξ) = (n− 1)(an + c0) = (n− 1)

(
an +

1− (n− 1)2a2
n

2(n− 1)2an

)
=
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=
1 + a2

n(n− 1)2

2an(n− 1)
.

Ñëó÷àé 3. Åñëè c ≤ −an, òî Φ′(ξ) < 0,

max
ξ≥0

Φ(ξ) = Φ(0) =
√

1 + c2 ≥
√

1 + a2
n.

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ ñëó÷åâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îïòèìàëüíûì â ñìûñëå íàèëó÷øåé
îöåíêè áóäåò ñëó÷àé 2 è, òåì ñàìûì,

Φ(ξ) ≤ kn ≡
1 + a2

n(n− 1)2

2an(n− 1)
.

Â èòîãå, ïîëó÷àåì îöåíêó

(126)
1

|x|n
≤ kn

|〈en+1, N〉|
|v|n

+ 〈∇f,∇xn+1〉.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíûõ -ãðàôèêîâ âûïîëíåíî∫
D(R)

〈∇f,∇xn+1〉 ≡
∫

∂D(R)

f〈∇xn+1, ν〉 = O(1),

ïðè R→ +∞.

Ïî óñëîâèþ 1) îïðåäåëåíèÿ s-ãðàôèêîâ, äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèé R > 0 ïî òåîðåìå
Ñàðäà ìíîæåñòâî ∂D(R) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð çàìêíóòûõ (n−1)-ìåðíûõ
êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Êðîìå òîãî,
|〈∇xn+1, ν〉| = |〈en+1, ν〉| ≤ |eW3 |,

ãäå W � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðà ν è N . Çàìåòèì, ÷òî W �
íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ê ∂D(R) è, ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè,
áóäåì èìåòü ∣∣∣∣∣∣∣

∫
∂D(R)

f〈∇xn+1, ν〉

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

∂D(R)

|f | |〈∇xn+1, ν〉| ≤

≤ µ(R)

∫
∂D(R)

|eWn+1| ≤ µ(R)s

∫
Pr(∂D(R))

dv ≤ sµ(R)ωnR
n−1,

ãäå µ(R) = maxm∈∂D(R) |f(m)|. Èìååì

max
m∈∂D(R)

|f(m)| = max
m∈∂D(R)

1

|v|n−1

∣∣∣∣ϕ(xn+1

|v|

)∣∣∣∣ =

= max
m∈∂D(R)

1

Rn−1
|ϕ
(xn+1

R

)
| ≤ A

Rn−1
,

ãäå A = maxξ≥0 ϕ(ξ) <∞.
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Òîãäà ∣∣∣∣ ∫
∂D(R)

f〈∇xn+1, ν〉
∣∣∣∣≤ s ωnA,

òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë îãðàíè÷åí íåçàâèñèìî îò R.

×òîáû îöåíèòü èíòåãðàë ∫
D(R)

|〈en+1, N〉|
|v|n

çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè Pr : M → Rn èìååò âèä Pr(x) = (x1, · · · , xn), è,
òåì ñàìûì, åãî ÿêîáèàí ðàâåí |dPrx| = |〈en+1, N〉|. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

D(R)

|〈en+1, N〉|
|v|n

≤ s

∫
1<|v|<R

dx1 · · · dxn
|v|n

=

= s ωn

R∫
1

dρ

ρ
= s ωn lnR.

Ïðèõîäèì ê îöåíêå

(127)
∫

D(R)

1

|x|n
≤ kns ωn lnR + sωnA,

îòêóäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêòèâíîãî îáúåìà ïîëó÷èì

Vn(M ) ≤ kns ωn,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ut

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 2.2 â ñëó÷àå s = 1, ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü M � n-ìåðíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â Rn+1, âîçìîæíî ñ íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì. Òîãäà

(128) ωn < Vn(M ) ≤ kn ωn.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

Òàáëèöà 1.
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n kn
2 1.1037
3 1.2500
4 1.3903
5 1.5208
6 1.6424
7 1.7563
8 1.8636
9 1.9653
10 2.0621

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðè n ≥ 8 ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ìèíèìàëüíûå ãðàôèêè è,
òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (128) ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé äàæå äëÿ ìèíèìàëüíûõ ãðà-
ôèêîâ. Ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè Àëëàðäà [1], Áîìáüåðè è Äæóñòè [7] ïî-
êàçûâàåò, ÷òî äîêàçàííàÿ íàìè îöåíêà ïðîåêòèâíîãî îáúåìà äàåò ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìà
äëÿ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óëó÷øàþùóþ èìåþùèåñÿ îöåíêè
â ýòèõ ðàáîòàõ. Áîëåå òîãî, ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ, ðàáîòàþò
òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü íå èìååò êðàÿ, à êðàòíîñòü ïðîåêöèè ïî-
âåðõíîñòè â òî÷íîñòè ðàâíà 1. ßâíûå âû÷èñëåíèÿ äàæå äëÿ äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé êîðàçìåðíîñòè, áîëüøåé 1, çàäàííûõ â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ïðîåêòèâíûé îáúåì ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ n, êàê ñëåäñòâèå ôîðìóëû Ñòèðëèíãà

kn ∼
√
πn

8
.

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 3.1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü M � âíåøíå ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn+1,
ÿâëÿþùàÿñÿ s-ãðàôèêîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà M èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M ) è

(129) `(M) ≤ 2nkns,

ãäå kn � ïîñòîÿííàÿ èç (123).

3. Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, êîíå÷íîêðàòíûå îòíîñèòåëüíî ñôåðû

3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â Rn. Òîãäà, ôèêñèðóÿ
òî÷êó b ∈ Rn \ x(M), ìîæíî ââåñòè ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ N (e, b) äëÿ êðàòíîñòè ðàäè-
àëüíîé ïðîåêöèè îòíîñèòåëüíî b, ïîëàãàÿ äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ e ∈ Rn, |e| = 1,

N (e, b) =
∑

a∈Lb(e)

a#M ≡ #Lb(e) ∩ x(M),

ãäå Lb(e) � ëó÷ ñ íà÷àëîì â b è íàïðàâëåíèåì e è #Lb(e)∩x(M) îçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à Lb(e) ñ ïîâåðõíîñòüþ M . ×èñëî N (e, b) ìîæåò áûòü
òàêæå èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ïîëíàÿ êðàòíîñòü öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè

(130) πb : M → Sn−1, πb(y) =
y − b
|y − b|

,
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â òî÷êå e.

Ïóñòü òåïåðü codimM > 1. Òîãäà îáðàç M ïðè ïðîåêöèè (130) èìååò íóëåâóþ (n−1)-
ìåðíóþ ìåðó íà Sn−1 è âòîðîå îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû N (e, b) íåñîäåðæàòåëüíî. Ìû
ïðèâîäèì ïðèëîæåíèå ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü Gp
n(b) � ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå âñåõ íåîðèåíòèðîâàííûõ (n − p)-ìåðíûõ

ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé (äàëåå � ïëîñêîñòåé) γ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç b. Òîãäà Gp
n(b) ìî-

æåò áûòü îñíàùåíî åäèíñòâåííîé ìåðîé Õààðà dγ, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ b, íîðìàëèçîâàííîé óñëîâèåì∫

Gpn(b)

dγ = 1.

Ïóñòü R > 0. Ïî òåîðåìå Ñàðäà ìû çíàåì, ÷òî äëÿ dγ-ïî÷òè âñåõ ïëîñêîñòåé
γ ∈ Gp

n(b) ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ x−1(x(M) ∩ γ ∩ Bb(R)) äèñêðåòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N (b, γ;R) ìîùíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà. Òîãäà [88, � 3.2] ïîñëåäíÿÿ âåëè÷è-
íà ÿâëÿåòñÿ γ-èçìåðèìîé. Ïîëîæèì

N (b;R) =

∫
Gpn(b)

N (b, γ;R)dγ

Äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñðåäíÿÿ êðàòíîñòü ïåðå-
ñå÷åíèé (n − p)-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé ñ ÷àñòüþ M , óäàëåííîé îò b íå äàëåå, ÷åì íà R.
ßñíî, ÷òî N (b;R) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà R è, òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

N (b) = lim
R→∞

N (b;R).

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü M � p-ìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn áåç êðàÿ è b 6∈M . Òîãäà, åñëè γ(b) < +∞, òî

(131) Qp(M ) ≤ 1

2
N (b)ωp+1,

ãäå ωp+1 � p-ìåðíàÿ ëåáåãîâà ìåðà åäèíè÷íîé ñôåðû Sp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b = 0. Çàôèêñèðóåì
R > 0 è îáîçíà÷èì, êàê ðàíåå,

M0(R) = {m ∈M : |x(m)| < R}.

Ðàññìîòðèì ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå

σ : M
x→ Rn \ {0} π→ Sn−1,

ãäå π îïðåäåëåíî â (130) ñ b = 0. ×òîáû íàéòè ÿêîáèàí det(dσ) îòîáðàæåíèÿ σ â m
çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî

dσm = dπx(m) ◦ dxm : TmM → Tσ(m)S
n−1.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê Rn â òî÷êå y ∈ Rn \ {0}. Òîãäà

dπy(X) = ∇Xπ(y) = ∇X
y

|y|
=
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=
X|y|2 − y〈X, y〉

|y|3
=
X − π(y)〈X, π(y)〉

|y|
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî Y ∈ TmM âûïîëíåíî

dσm(Y ) =
Y − x(m)〈Y, x(m)〉

|x(m)|
,

ãäå x(m) = x(m)/ |x(m)| è ìû îòîæäåñòâëÿåì âåêòîð Y ñ åãî îáðàçîì dxm(Y ) è ïðî-
ñòðàíñòâî TmM ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì Tx(m)R

n ∼= Rn ïðè èçîìåòðèè dxm. Âûáåðåì îðòî-
íîðìèðîâàííûé ðåïåð Y1, . . . , Yp â TmM . Òîãäà

det2(dσm) = 〈w,w〉,
ãäå

w = dσm(Y1) ∧ dσm(Y2) ∧ . . . ∧ dσm(Yp) =

= |x|−p
(
Y1 − x〈Y1, x〉

)
∧ . . . ∧

(
Yp − x〈Yp, x〉

)
=

= |x|−p (Y1 ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yp −
p∑
i=1

Y1 ∧ . . . ∧ Yi−1 ∧ x ∧ Yi+1 ∧ . . . ∧ Yp〈x, Yi〉) =

=
Y1 ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yp

|x|p

(
1−

p∑
i=1

〈Yi, x(m)〉2
)
−

−
p∑
i=1

Y1 ∧ . . . ∧ Yi−1 ∧ x⊥ ∧ Yi+1 ∧ . . . ∧ Yp〈x, Yi〉,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

det2(dσm) =

∣∣x⊥(m)
∣∣2

|x(m)|2p
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå âûðàæåíèå äëÿ ÿêîáèàíà dσm:

(132) |det(dσm)| =
∣∣x⊥(m)

∣∣
|x(m)|p

=

∣∣x⊥(m)
∣∣

|x(m)|p+1 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó çàìåíû êîîðäèíàò, èç (132) ïîëó÷àåì∫
M(R)

∣∣x⊥(m)
∣∣2

|x(m)|p+2 ≤
∫

M(R)

∣∣x⊥(m)
∣∣

|x(m)|p+1

(133) =

∫
M(R)

|det(dσm)| =
∫

σ(M(R))

χ(s)dH p(s),

ãäå χ(s) � ìîùíîñòü ïðîîáðàçà σ−1(s) ∩ M(R) äëÿ äàííîãî s ∈ σ(M(R)) ⊂ Sn−1 è
H p � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà Õàóñäîðôà íà σ(M(R)). Òîãäà ïî òåîðåìå Ôåäåðåðà [88,
òåîðåìà 3.2.48] çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî H p-èçìåðèìîãî è (H p, p)-ñïðÿìëÿåìîãî
ìíîæåñòâà F ⊂ Sn−1 è íåîòðèöàòåëüíîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f íà F âûïîëíåíî

(134)
∫
s∈F

f(s)dH p(s) =
ωp+1

2

∫
γ∈Gpn(0)

f ∗(γ ∩ F )dγ,
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ãäå

f ∗(γ ∩ F ) =
∑
s∈γ∩F

f(s)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ dγ-ïî÷òè âñåõ ïëîñêîñòåé γ ∈ Gp
n(0). Òîãäà èç (133) è (134)

ñëåäóåò ∫
M(R)

∣∣x⊥(m)
∣∣2

|x(m)|p+2 ≤
ωp+1

2

∫
γ∈Gpn(0)

#σ−1[γ ∩ σ(M(R))]dγ =
ωp+1

2
N (0, R).

Çäåñü #σ−1[γ∩σ(M(R))] îçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê-ïðîîáðàçîâ âM . Óñòðåìëÿÿ òåïåðü R→
∞, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ (131).

ut

3.2. Îïèðàÿñü íà ïðåäûäóùóþ ëåììó è ñëåäñòâèå 3.1, ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn áåç êðàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè b ∈ Rn ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ëþáîé ïëîñêîñòè γ ∈ Gp

n(b) è
x(M) íå ïðåâûøàåò k. Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ è

`(M) ≤ kcp,

ãäå

(135) cp =
2p−1pωp+1

ωp
= 2p−1(p+ 1)

√
πΓ

(
p+ 2

2

)
Γ−1

(
p+ 3

2

)
è Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî âíåøíå ïîëíàÿ âëîæåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü M ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè b ∈ Rn, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîé ïðîåêöèè
πb. Äðóãèìè ñëîâàìè, N (e; b) = 0 èëè N (e; b) = 1 äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ e.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü M � çâåçäíàÿ p-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü.
Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíöîâ `(M) è

`(M) ≤ 2cp,

ãäå ïîñòîÿííàÿ cp èç (135).

4. Îöåíêà èíäåêñà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íà ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

4.1. Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé α = 2 è â êà÷åñòâå M � äâóìåð-
íîå îðèåíòèðóåìîå íåêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü f(m) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, èìåþùàÿ N ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ D1,D2, . . . ,DN ; h(m) � ôóíêöèÿ
èñ÷åðïàíèÿ íà M è ïîëîæèì

θ(t) =

∫
Σh(t)

|∇h| .
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Èç ëåììû 1.5 è íåðàâåíñòâ (59), (69) äëÿ ëþáûõ t1 < t2 < t3 òàêèõ, ÷òî t1 > maxi≤N h(Di)
èìååì:

(136)
N

4
min
i≤N

∫
Di∩Bh(t1)

|∇f |2 ≤

 t3∫
t2

dt

µ2(t)θ(t)

−1

exp

−2πN

t2∫
t1

dt

θ(t)

 ,

ãäå µ(t) = maxm∈Σh(t) |f(m)|.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x : M → Rn � ñîáñòâåííîå ïîãðóæåíèå, ðåàëèçóþùåå ìèíèìàëü-

íóþ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà xk(m), 1 ≤ k ≤ n, ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà M
è, â ñèëó ëåììû 1.2, ôóíêöèÿ h(m) = |x(m)| ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èñ÷åðïàíèÿ. Çàìåòèì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ

∇h(m) = (∇ |x(m)|)> =
x>(m)

|x(m)|
,

è, òàêèì îáðàçîì,

|∇h(m)| =
∣∣x>(m)

∣∣
|x(m)|

≤ 1

âñþäó â M . Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Êîøè

ln
b

a
≤

 b∫
a

θ(t)dt

t2

1/2 b∫
a

dt

θ(t)

1/2

,

ïîëó÷àåì

(137)

b∫
a

dt

θ(t)
≥
(

ln
b

a

)2
 b∫
a

dt

t2

∫
Σt

|∇h|

−1

=

(
ln
b

a

)2

 ∫
Bh(b)\Bh(a)

1

|x|2


−1

.

Ïîäñòàâëÿÿ â (136) êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ xk(m) âìåñòî f(m), ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó

(138) min
1≤i≤N

∫
Bh(t1)∩Di

|∇xk|2 ≤
4 t23 (V (t3)− V (t2))

N ln2 (t3/t2)
exp

(
−2πN ln2(t2/t1)

V (t2)− V (t1)

)
.

Çäåñü

V (t) =

∫
Bh(t)

1

|x|2
.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ó÷àñòâóåò â îïðåäåëåíèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà è, êàê áûëî
ïîêàçàíî â ãëàâå 2, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

(139) V ′2(M ) ≡ lim
t→∞

V (t)

ω2 ln t
,

íàçûâàåìûé ïðèâåäåííûì ïðîåêòèâíûì îáúåìîì; ÷åðåç ωp îáîçíà÷åí (p − 1)-ìåðíûé
îáúåì åäèíè÷íîé ñôåðû Sp−1(1).
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4.2. Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � ïîëó÷åíèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíîé V ′2(M ) è
÷èñëîì ãîðáóøåê, êîòîðûå ìîæíî ñðåçàòü ñ äâóìåðíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñè-
ñòåìîé ãèïåðïëîñêîñòåé. Äëÿ âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé òåðìèí "ãîðáóøêà"èìååò ÿñíîå
ãåîìåòðè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå.

Íàçîâåì ìíîãîãðàííûì óãëîì K â Rn ëþáóþ îòêðûòóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ñ
íåêîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, ìíîæåñòâà Rn \ P, ãäå P � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà
ãèïåðïëîñêîñòåé Πi â Rn. ßñíî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ. Ïóñòü M � ñîá-
ñòâåííî âëîæåííàÿ äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn. Òîãäà ïîä ãîðáóøêîé
áóäåì ïîíèìàòü àññîöèèðîâàííóþ ñ ìíîãîãðàííûì óãëîì K ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ïî-
âåðõíîñòè M , ðàñïîëîæåííóþ â K, íåêîìïàêòíûé êðàé êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ íà ãðàíèöå
∂K.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, êàòåíîèä), äëÿ êî-
òîðûõ íàéäóòñÿ ìíîãîãðàííûå óãëû, íå îòñåêàþùèå ãîðáóøåê (â ñëó÷àå êàòåíîèäà �
ëþáîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ãðàíèöåé, îðòîãîíàëüíîé îñè êàòåíîèäà).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé êîðàçìåð-
íîñòè M . Èìåííî, â R3 êàæäàÿ ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ (è äàæå ïîãðóæåííàÿ) ìèíè-
ìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ íè â êàêîì ìíîãîãðàííîì óãëå [97], â òî
âðåìÿ êàê äëÿ çíà÷åíèé êîðàçìåðíîñòè n − 2 ≥ 4 ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííî âëîæåííûå
ìèíèìàëüíûå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè, çàêëþ÷åííûå â ïàðàëëåëüíîì ñëîå.

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé, ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Íàïðàâëåíèå e ∈
Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì äëÿ ïîâåðõíîñòè M , åñëè M íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé e, è âñå ñå÷åíèÿ M òàêèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè íå ñîäåðæàò
êîìïàêòíûõ êîìïîíåíò (çäåñü è äàëåå â ñëó÷àå ïîãðóæåíèÿ òåðìèíû "ñå÷åíèå ïîâåðõ-
íîñòè M "ïîâåðõíîñòü ñîäåðæèò"ïîíèìàþòñÿ êàê "ïðîîáðàç ñå÷åíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè
M "ñîäåðæèòñÿ â ïðîîáðàçå ïîãðóæåíèÿ").

Ïóñòü e � ðåãóëÿðíîå íàïðàâëåíèå è Π1, Π2 � íåêîòîðûå ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãî-
íàëüíûå e. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Π1; Π2) ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ M \
(Π1 ∪ Π2), ëåæàùèõ âíå ïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ ñ ãðàíèöåé Π1 ∪ Π2.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü â Rn êîíå÷íîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî îáúåìà V ′2(M ); e � ðåãóëÿðíîå íàïðàâëå-
íèå. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû ãèïåðïëîñêîñòåé Π1 è Π2, îðòîãîíàëüíûõ e, âûïîëíåíî

(140) N(Π1; Π2) ≤ 2V ′2(M ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 � àññîöèèðîâàííàÿ ñ e êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ x1(m) =
〈x(m), e〉. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíîñòè M íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ íè â êàêîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé e, è, ñëåäîâàòåëüíî, x1(m) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé êîí-
ñòàíòîé. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Πi îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè
x1 = (−1)ia äëÿ íåêîòîðîãî a > 0. Ðàññìîòðèì ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(m) =
|x1(m)| è çàôèêñèðóåì t1 > a. Òîãäà, èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (138) J > 0 è äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè t2 òàê, ÷òî

V (t) < 2π(V ′2(M ) + ε) ln t.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ t > t2 èç (136) èìååì

J <
4t23 t

−N/(V ′2(M )+ε)
2

N ln(t3/t2)
,

ãäå t3 > t2 è N = N(Π1; Π2).

Âûáåðåì t3 = 2t2. Òîãäà ïðè t2 →∞ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2− N

V ′2(M ) + ε
≥ 0,

Íåðàâåíñòâî (140) äîêàçàíî.

ut

4.3. Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ïðèìåíÿåòñÿ äîêàçàííîå âûøå íåðàâåíñòâî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ âåðõíåé îöåíêè èíäåêñà Ìîðñà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî M ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà ñîáñòâåííûì ïîãðóæåíèåì íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî äâóìåðíîãî ìíîãîáðà-
çèÿ M êîíå÷íîãî ðîäà g ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ` óäàëåííûõ òî÷åê. Â íàøåé òåðìèíîëîãèè
ýòè òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò êîíöàì ïîâåðõíîñòè M .

Ïóñòü f(m) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ íà M . Ñëåäóÿ [51], îïðåäåëèì
èíäåêñ f(m) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå m0 ⊂ Z (f) êàê öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

ind(m0) =
σ

2
− 1,

ãäå σ � ÷èñëî êîíòèíóóìîâ ìíîæåñòâà: {m ∈ M : f(m) = f(m0),m 6= m0} è m äîñòà-
òî÷íî áëèçêî ê m0.

Êàê ïîêàçàíî â [51], ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ind(m0) > 0, åñëè f íå
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü êîíå÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà â Rn, e � ðåãóëÿðíîå íàïðàâëåíèå è x1 �
àññîöèèðîâàííàÿ ñ íèì êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè V ′2(M ) < +∞, òî ìíîæåñòâî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê {aj} ôóíêöèè x1(m) êîíå÷íî è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(141)
∑
j

ind(aj) ≤ V ′2(M )− χ(M),

ãäå χ(M) � Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè M . Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ
ïî âñåì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì.

Çàìå÷àíèå 3.3. Äàííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåò èìåþùèéñÿ â [43], ãäå ðàññìîòðåí ñëó-
÷àé, êîãäà M ãîìåîìîðôíî ñôåðå ñ ν âûáðîøåííûìè òî÷êàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåçN (t) ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè {m ∈M : x1(m) >
t}. Â ñèëó ïîëíîòûM è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íà ìèíèìàëü-
íûõ ïîâåðõíîñòÿõ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà èìååò íåêîìïàêòíîå çàìûêàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
N (t) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííàÿ
ïðè t ∈ R. Äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ai èìååì

(142) lim
t→x1(ai)+0

N (t)− lim
t→x1(ai)−0

N (t) ≥ 1.
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Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî óðîâíÿ {m ∈M : x1(m) = ai} åñòü îáúåäèíåíèå êîíòèíóóìîâ
γ è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðåãóëÿðíîñòè êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè, íå îäíî èç γ íå ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì.

Èç òåîðåìû Ìèèêñà è Õîôôìàíà [97] î ïîëóïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
x1 íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå
V ′2 <∞ è äàííîå ñâîéñòâî òàêæå ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî ðàíåå â ñîâìåñòíîé
ðàáîòå [46].

Ïîëîæèì
N (+∞) ≡ lim

t→+∞
N (t).

Â ñèëó òåîðåìû 2.4, êîíå÷íîñòü ïðîåêòèâíîãî îáúåìà âëå÷åò ïàðàáîëè÷íîñòü êîí-
ôîðìíîãî òèïà M . Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Ôðàãìåíà-Ëèíäåë�åôà, ïðèìåíåííîé
ê ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè x1(m), ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ ãîðáóøêà ìíîæåñòâà
{m ∈ M |x1(m) > t} íå îãðàíè÷åíà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ôóíêöèè x1. Êî-
íå÷íîñòü ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ai ôóíêöèè x1 ñëåäóåò èç (142) è êîíå÷íîñòè ÷èñëà
N àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàêòîâ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè |x1(m)|. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (140).

Âûáåðåì ÷èñëî c òàêèì, ÷òî åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà áîëüøå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû
ëþáîãî èç êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé x1(aj). Èç êîíôîðìíîñòè ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ äâó-
ìåðíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âûòåêàåò, ÷òî ãàóññîâî îòîáðàæåíèå èìååò ëîêàëüíî
êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Ýòî ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåò (ñì. [4, òåîðåìà 18.5.4]) ñóùåñòâîâàíèå
ðåãóëÿðíîé ÷àñòè M ′ ìíîãîîáðàçèÿ M , òî åñòü òàêîãî ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ñ
íåïóñòûì êîìïàêòíûì êðàåì, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè M ′ è M ðàâíû: χ(M ′) = χ(M);
(2) Êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ êîìïîíåíòà M ′ åñòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ÷åðåäóþùèõñÿ

ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè x1(m): γi (x1 = ±c) è ãðàäèåíòíûõ êðèâûõ Γi (êðèâûõ
íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ x1(m));

(3) ×èñëî ` âñåõ êîìïîíåíò ∂M ′ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîíöîâ M .

Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè íàïðàâëåíèÿ e, γi ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè îòêðûòûìè æîðäàíî-
âûìè äóãàìè. Êàê ñëåäñòâèå, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ∂M ′ ñîñòîèò èç ÷åòíîãî ÷èñëà γi è
òàêîãî æå ÷èñëà Γj.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ ÷àñòåé ìíîãîîáðàçèÿM íà îòêðûòûå êîì-
ïîíåíòû

{x1(m) > c} =
N+⋃
i=1

O+
i , {x1(m) < −c} =

N−⋃
j=1

O−j .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî {|x1(m)| > c} íå ñîäåðæèò íè îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè,
òî êàæäîå O±i ãîìîòîïíî ýêâèâàëåíòíî äâóìåðíîìó äèñêó. Áîëåå òîãî, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü áèåêöèþ ìåæäó äóãàìè γi è êîìïîíåíòàìè O±i . Èç (140) è ÷åðåäîâàíèÿ γi è Γj
ñëåäóåò, ÷òî

N+ = N− = N (+∞) =
N

2
≤ V ′2(M ).

Ïóñòü M0 = M ′#M ′ � ðåçóëüòàò ñêëåéêè äâóõ ýêçåìïëÿðîâ M ′ âäîëü êðàÿ ∂M ′ è
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñòÿãèâàíèÿ êàæäîé êðèâîé γi è åå êîïèè â òî÷êó Gi. Òîãäà (ñì. [69],
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÷àñòü 5, óïð. 5), ðîä g0 ìíîãîîáðàçèÿ M0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(143) g0 = 2g + `− 1,

ãäå ` � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ∂M ′.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ M0, êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ x1(m) ìîæåò áûòü êàíîíè÷åñêè
ïîäíÿòà äî ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íàM0. Òîãäà f(ξ) � ãëàäêàÿ âñþäó íà M0 \G, ãäå
G = {Gi}. Áîëåå òîãî, âñå Gj ñóòü òî÷êè ñòðîãîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà f(ξ).

Äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(M0) èç (143) èìååì

(144) χ(M0) = 2− 2g0 = 2(2− 2g − `) = 2χ(M ′) = 2χ(M).

Âîçìîæíî òàêæå ïîäíÿòü åñòåñòâåííûì ïóòåì ãðàäèåíòíîå ïîëå ∇x1(m) äî íåïðå-
ðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X(m) ≡ ∇f íà M0 \ G. Òîãäà ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ
X(m) ñîñòîèò èç: a) êðèòè÷åñêèõ òî÷åê {ai}ki=1 è èõ äóáëåé {a?i }ki=1; è b) îñîáûõ òî÷åê
Gj.

Ïóñòü indξX îçíà÷àåò ÷èñëî âðàùåíèÿ (èíäåêñ) âåêòîðíîãî ïîëÿ X â òî÷êå ξ [49,
�5]. Òîãäà îñîáûå òî÷êè Gj ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè f è ïîýòîìó

(145) indGjX = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè (ñì. [49,
�6]), âûïîëíÿåòñÿ

(146) indaiX = inda?iX ≡ indai(∇x1) = −ind(ai).

Â ñàìîì äåëå, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ai ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ïóàíêàðå-Õîïôà è èñïîëüçóÿ (145), (146), ïîëó-
÷àåì

χ(M0) =
∑

indaiX +
∑

inda?iX +

γ∑
j=1

indGjX = −2
∑

ind(ai) + N .

Ñëåäîâàòåëüíî, (144) ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ∑
ind(ai) =

N

2
− χ(M) ≤ V ′2(M )− χ(M),

è òåîðåìà 3.5 äîêàçàíà.

ut

4.4. Ïóñòü σ : M → S2 � ãàóññîâî îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü M � ìèíèìàëüíûé s-ãðàôèê, ïîëó÷åííûé ñîáñòâåííûì ïî-
ãðóæåíèåì íåêîòîðîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ñ l âûáðîøåííûìè
òî÷êàìè. Åñëè íàéäåòñÿ ðåãóëÿðíîå íàïðàâëåíèå e, ëåæàùåå â ãàóññîâîì îáðàçå σ(M )
è èìåþùåå àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü m (ò.å. ÷èñëî òî÷åê ξ∈M òàêèõ, ÷òî σ(ξi) = a
ðàâíî m), òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(147) sk2 ≥ 2− 2g − l +m,

ãäå k2 = 1.1037.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.2, M èìååò êîíå÷íûé ïðèâåäåííûé ïðîåêòèâíûé
îáúåì V ′2(M ) ≤ k2s. Âûáåðåì â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè

f(ξ) = 〈x(ξ), e〉.
Òîãäà îíà èìååò m êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ξi, ñîîòâåòñòâóþùèõ σ(ξi) = e. Â ñèëó ïðåäïîëî-
æåíèÿ, e áóäåò ðåãóëÿðíûì íàïðàâëåíèåì. Ïîýòîìó èìååì

(148)
∑
i

ind(ξi) ≥ m,

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî χ(M ) = 2− 2g − l, èç (141) è (148) ïîëó÷èì (147).

ut

Çàìå÷àíèå 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü M âR3 ïîëó÷åíà ñîáñòâåííûì ïîãðó-
æåíèåì ïëîñêîñòè, òî åñòü χ(M) = χ(R2) = 1. Åñëè M îòëè÷íà îò ïëîñêîñòè, òî ãàóññîâ
îáðàç σ(M) èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü int σ(M). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî e ∈ int σ(M).
Òîãäà, êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (147) è òî÷íîãî âèäà êîíñòàíòû k2, ïîëó÷àåì s ≥ 2

k2
,

èëè s > 1. Íî s ∈ Z, è, ñëåäîâàòåëüíî, s ≥ 2.

Îòìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèåì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Áåðíøòåéíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè M � ãðàôèê íàä íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ, òî
s = 1. Òàêèì îáðàçîì, M � ïëîñêîñòü.





Ãëàâà 4

Îöåíêà âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ òðóáîê

Êàê îáúåêò èññëåäîâàíèÿ, ìèíèìàëüíûå òðóáêè íàõîäÿòñÿ íà ñòûêå òåîðèè ôóíê-
öèé è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè "â öåëîì". Â äàííîé ãëàâå äàíî ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ òðóáîê. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè èíâàðèàíòà ìèíèìàëüíûõ òðóá÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé, òàê
íàçûâàåìîãî âåêòîð-ïîòîêà òðóáêè, ïîçâîëÿþùåãî îáúÿñíèòü ôåíîìåí ñóùåñòâîâàíèÿ
êàê áåñêîíå÷íûõ òàê è êîíå÷íûõ äâóìåðíûõ òðóáîê. Â ïàðàãðàôå 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ, à òàêæå îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ òðóáîê. Â ïàðàãðà-
ôå 2 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè óãîë íàêëîíà âåêòîð-ïîòîêà ê îñè âðåìåíè íåíóëåâîé è
òðóáêà èìååò êîíå÷íóþ ïîëíóþ êðèâèçíó, òî åå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íî. Â ïàðà-
ãðàôå 3 ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî áåñêîíå÷íûõ òðóáîê, èìåþùèõ ïðîèçâîëüíûé çàäàííûé
óãîë íàêëîíà âåêòîð-ïîòîêà ê îñè âðåìåíè, ïîêàçûâàþùåå íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷åíèé
íà ïîëíóþ êðèâèçíó. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîìåðíûå òðóá÷à-
òûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà � îöåíêà ñíèçó
äèàìåòðà ãàóññîâà îáðàçà ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè, äàííàÿ òîëüêî â òåðìèíàõ
âåêòîð-ïîòîêà òðóáêè.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

1.1. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn, xn+1) � òî÷êà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 è M �
íåêîòîðîå íåêîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå p-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, 2 ≤ p ≤ n.

Ïîâåðõíîñòü M = (M,X), çàäàííàÿ C2-ïîãðóæåíèåì X : M → Rn+1, íàçûâàåòñÿ
òðóáêîé (èëè òðóá÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ) ñ èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ τ(M ) ⊂ Oxn+1

è îñüþ Oxn+1, åñëè

(i) äëÿ ëþáîãî τ ∈ τ(M ) ñå÷åíèÿ Στ = f(M ) ∩ Πτ ãèïåðïëîñêîñòÿìè Πτ = {x ∈
Rn+1

1 : xn+1 = τ} � íåïóñòûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà;

(ii) äëÿ ëþáûõ τ ′, τ ′′ ∈ τ(M ) ïîðöèÿ M , ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
ãèïåðïëîñêîñòÿìè Πτ ′ è Πτ ′′ , ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Äëèíà |τ(M )| èíòåðâàëà ïðîåêöèè íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ òðóáêè. Â
ñëó÷àå, êîãäà |τ(M )| = +∞, áóäåì íàçûâàòü òðóáêó áåñêîíå÷íîé. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ,
÷òî ñàì èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé òðóáêè ìîæåò áûòü ëó÷îì. Åñëè |τ(M )| < +∞
è M íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íèêàêîé áåñêîíå÷íîé òðóáêè, òî M íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé òðóá-
êîé.

Îòìåòèì, ÷òî ñàìî îïðåäåëåíèå òðóáêè íå íàëàãàåò êàêèõ-ëèáî òîïîëîãè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé íà ïîâåðõíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé τ ñå-
÷åíèÿ Στ ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ â îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ τi ∈ τ(M ) ìèíèìàëüíàÿ òðóá÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Ïëàòî äëÿ êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíò
Σt1 ∪ Στ2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâóìåðíûå ìèíèìàëüíûå òðóáêè âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó,
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõØèôôìàíà [103] è Íè÷å [53]. Íè÷å äîêàçàë, ÷òî âðåìÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ êîìïàêòíîé ÷àñòè òðóáêè ñâåðõó ìîæåò áûòü îöåíåíî ÷åðåç ðàçìåðû åå ãðàíè÷íûõ
êîìïîíåíò. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, äàí-
íîå íåðàâåíñòâî áûëî óòî÷íåíî è ïåðåíåñåíî íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé â [12] (ñì. òàêæå
[10], [19]).

Õîðîøî èçâåñòåí â íàñòîÿùèé ìîìåíò òîò ôàêò, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (dim M ≥
3) ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè èìååò êîíå÷íûé èíòåð-
âàë ïðîåêöèè τ(M ) ([12], [47], [31]). Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà íà ôóíêöèþ ρ(τ) ðàäèóñà îáõâàòà ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè

(1) ρ(τ) = sup
m∈Στ

√
x1(m)2 + . . .+ xn(m)2.

Â öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ρ(τ) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è åå ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå

(2) r(M ) = min
τ∈τ(M )

ρ(τ)

âñåãäà ïîëîæèòåëüíî. Òîãäà, ïðè p ≥ 3, âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðóáêè îöåíèâàåòñÿ ñâåð-
õó â òåðìèíàõ ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà îáõâàòà ïîâåðõíîñòè r(M ):

(3) τ(M ) ≤ cp r(M ),

ãäå cp � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïîâåðõíîñòè p.

Äâóìåðíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ â ýòîì îòíîøåíèè îñîáûì. Èìåííî, êàê ïîêàçûâàþò
ïðèìåðû, ïðèâîäèìûå â ñëåäóþùåì ïóíêòå, äâóìåðíûå ìèíèìàëüíûå òðóáêè ìîãóò
èìåòü ñîîòâåòñòâåííî êàê áåñêîíå÷íóþ, òàê è êîíå÷íóþ (íåïðîäîëæàåìóþ) âåëè÷èíó
âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ |τ(M )|. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âåëè÷èíà |τ(M )| ìîæåò áûòü ïðî-
èçâîëüíîé ïðè ôèêñèðîâàííîì ìèíèìàëüíîì ðàäèóñå îáõâàòà, ÷òî ñîçäàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, â òåðìèíàõ êîòîðûõ áóäåò ñïðàâåäëè-
âà îöåíêà íà âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ. Â äàííîé ãëàâå ìû îòâå÷àåì íà ñëåäóþùèé âîïðîñ:
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü êîíå÷íîñòü âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ äâó-
ìåðíîé ìèíèìàëüíîé òðóáêè?

Ïóñòü e> ≡ e>(m) îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà e ∈ Rn+1 íà êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå m è τ ∈ τ(M ) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå
êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè Xn+1(m) (òî åñòü e>n+1 6= 0). Ìíîæåñòâî Στ ðàñïàäàåòñÿ â êîíå÷-
íîå îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòíûõ (p−1)-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðà-
çèé M áåç êðàÿ, îñíàùåííûõ ïîëåì âíóòðåííèõ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ν = e>n+1/|e>n+1|,
îðèåíòèðîâàííûõ â íàïðàâëåíèè en+1. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè çíà÷åíèÿ τ ,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈ν, en〉 íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Στ , ïîýòîìó âûáîð íà-
ïðàâëåíèÿ ν îïðàâäàí.

Ïóñòü Σ � íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Στ , òàêæå îñíàùåííàÿ êàê ïîäìíîãîîá-
ðàçèå ïîëåì ν. Ïðè ôèêñèðîâàííîì Σ âûðàæåíèå FΣ(x) =

∫
Σ

〈x, ν〉 : Rn+1 → R1 ÿâëÿåòñÿ
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ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îò x è ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû Ðèññà, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé
âåêòîð J(Σ) ∈ Rn+1 òàêîé, ÷òî

(4) FΣ(e) ≡
∫
Σ

〈e, ν〉 = 〈e, J(Σ)〉 .

Òîãäà, â ñèëó íàøåãî âûáîðà,

〈J(Σ), en+1〉 =

∫
Σ

〈en+1, ν〉 =

∫
Σ

|e>n+1| > 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, J(Σ) 6= 0 è ñîíàïðàâëåí ñ en+1.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Íàçîâåì öèêëîì Σ â Στ ïðîèçâîëüíîå íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå
⊔k
i=1 Σi

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Σi ⊂ Στ ñ ñîõðàíåíèåì èõ îðèåíòàöèé. Äâà îðèåíòèðîâàííûõ öèê-

ëà Σ′ è Σ′′ áîðäàíòíû äðóã äðóãó â M , èëè Σ′
M∼ Σ′′, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî D ⊂M òàêîå, ÷òî ∂D = (−Σ′)
⋃

Σ′′ [95, ñòð. 221]. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòûì, åñëè îí áîðäàíòíî ýêâèâàëåíòåí íóëþ â Πτ , òo åñòü ÿâëÿåòñÿ êðàåì íåêîòîðîãî
êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â Πτ .

Ñëåäñòâèåì âûøåïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ Σ = Σ1
⊔
. . .
⊔

Σk

(5) J(Σ) = J(Σ1) + . . .+ J(Σk) .

Êðîìå òîãî, åñëè Σ′
M∼ Σ′′, òî J(Σ′) = J(Σ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî òîëüêî äëÿ âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ âñïîì-
íèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè.
Ïóñòü D ⊂ M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îòâå÷àþùåå îïðåäåëåíèþ áîðäàíòíîñòè, òàêîå,
÷òî ∂D = Σ′

⋃
Σ′′. Òîãäà äëÿ ëþáîãî e ∈ Rn

〈J(Σ′), e〉 − 〈J(Σ′′), e〉 =

∫
∂D

〈e, ν〉 =

∫
∂D

〈∇f, ν〉 =

∫
D

∆f = 0 ,

ãäå ∇f = e> � ãðàäèåíò êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè f = 〈e, u(m)〉.
ut

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå J(Στ ) íå çàâèñèò îò âûáîðà
τ ∈ τ(M ).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Âåêòîð J(M ) ≡ J(Στ ) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ïîòîêîì ìèíèìàëüíîé

òðóáêè M .

Âûïèøåì òàêæå ÿâíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîð-ïîòîêà:

Jk =

∫
Στ

〈e>k , ν〉, 1 ≤ k ≤ n+ 1,
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

J(M ) =

∫
Στ

ν,

ãäå ν ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ âäîëü Στ .

Êàê ñëåäóåò èç âûáðàííîé îðèåíòàöèè ïîëÿ íîðìàëåé ν, (n+1)-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîð-
ïîòîêà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(M ) óãîë ìåæäó âåêòîðîì J(M ) è
îñüþ Oxn+1. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, êàê ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ, äëèíà âåêòîð-ïîòîêà
è óãîë α(M ) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû äâèæåíèé ïðîñòðàí-
ñòâà Rn+1, ñîõðàíÿþùèõ íàïðàâëåíèå îñè âðåìåíè. Áîëåå òîãî, óãîë α(M ) òàêæå èí-
âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ãîìîòåòèé Rn+1.

Óêàæåì òàêæå íà ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âåêòîð-ïîòîêà. Èçâåñòíî, ÷òî ìèíè-
ìàëüíûå òðóáêè ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè àíàëîãàìè çàìêíóòûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñòðóí â
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû òðóáîê îò-
âå÷àþò çà ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Òàê, íà-
ïðèìåð, äëèíà èíòåðâàëà τ(M ) ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóíû, à âåêòîð-
ïîòîê J(M ) � èìïóëüñó ñòðóíû [16]. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäëîæåíèå 4.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî
J(M ) óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà: åñëè íåêîòîðîå ñå÷åíèå Στ ðàñïàäà-
åòñÿ â îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò Σ1, Σ2, . . . , Σs, òî âûïîëíåíî (5).

Ïóñòü K(m) � ãàóññîâà êðèâèçíà äâóìåðíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå
m. Âåëè÷èíà ∫

M

K(m)

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, èëè èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè M . Ïîñêîëüêó
äëÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âñåãäà âûïîëíåíîK(m) ≤ 0, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü àáñî-
ëþòíîå çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà, êîòîðîå ìû òàêæå íàçûâàåì ïîëíîé êðèâèçíîé
è îáîçíà÷àåì ÷åðåç G(M ).

1.2. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðíûå ïðèìåðû äâóìåðíûõ ìèíèìàëü-
íûõ òðóáîê â R3.

Áåñêîíå÷íûå òðóáêè.

(Á1). Ãëàâíûé ìîäåëüíûé ïðèìåð � ñòàíäàðòíûé êàòåíîèä

coshx3 =
√
x1

2 + x2
2,

ÿâëÿþùèéñÿ âíåøíå ïîëíîé ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàòåíîèä
èìååò êîíå÷íóþ ïîëíóþ êðèâèçíó 4π è åãî âåêòîð-ïîòîê ïàðàëëåëåí îñè ïîâåðõíîñòè.

(Á2). Â ïàðàãðàôå 3 ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî {Mλ}, λ ∈ [0; +∞) êîñûõ áåñêîíå÷íûõ
òðóáîê, èìåþùèõ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà

g(z) = gλ(z) ≡ z expλ(z +
1

z
).
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íà è óãîë íàêëîíà α(M ) âåêòîð-
ïîòîêà òðóáêè ê îñè âðåìåíè Ox3 ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî, ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿ-
ùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ ∈ [0; +∞):

tanα(Mλ) =
∞∑
k=1

λ2k−1

m!(m− 1)!
.

(Á3). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü òàêæå íåêîòîðûå ïðèìåðû òðóáîê, ó êîòîðûõ èíòåðâàë
ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì, íî íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí çà ïðåäåëû ýòîãî ëó÷à. Õîôô-
ìàí è Ìèèêñ â 1989 ã. [97] ïîñòðîèëè ñåìåéñòâî âëîæåííûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
âR3 ñ òðåìÿ êîíöàìè: äâóìÿ � àñèìïòîòè÷åñêè âûõîäÿùèìè íà êàòåíîèäû îòíîñèòåëü-
íî îäíîé îñè Ox3 è îäíèì � íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ îñè êàòåíîèäîâ.
Èç èõ ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé êàòåíîèäàëüíûé êîíåö, ðàññìàòðèâàåìûé êàê
ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, ÿâëÿåòñÿ òðóáêîé ñ èíòåðâàëîì ïðîåêöèè, ñîâïàäàþùèì ñ íåêî-
òîðûì ëó÷îì. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ñå÷åíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ x3 = t
ïðè áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ t áóäåò êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, â òî âðåìÿ êàê
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîìó êîíöó, êîìïàêòíîñòü èñ÷åçàåò. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îáà ëó÷à âûáðàíû ìàêñèìàëüíûìè. Òîãäà, â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè äâóìåð-
íûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, òàêèå êîíöû íå ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû ïðè óñëîâèè
ñîõðàíåíèÿ òðóá÷àòîñòè.

Âåêòîð-ïîòîêè ýòèõ êîíöîâ ïàðàëëåëüíû îñè Ox3, à ïîëíàÿ êðèâèçíà � êîíå÷íà.

Êîíå÷íûå òðóáêè.

(Ê1). Â ýòîé ñèòóàöèè êëþ÷åâûì ìîäåëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî êîñûõ
êàòåíîèäîâ Ðèìàíà [63]. Èìåííî, ñóùåñòâóåò (ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå èìååòñÿ â [97])
ñåìåéñòâî âëîæåííûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ms, t ∈ (0,+∞), îáëàäàþùåå ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè: êàæäàÿ Ms èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ â
R3 âèäà

x→ x+ e3 + n · te1, n ∈ Z,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îäíîïåðèîäè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Ms

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äåéñòâèÿìè äàííîé ãðóïïû íà íåêîòîðóþ òðóáêó M ′
s ñ êîíå÷íûì

èíòåðâàëîì ïðîåêöèè äëèíû τ(s). Âñå íåïóñòûå ñå÷åíèÿ ýòîé òðóáêè ïëîñêîñòÿìè x3 = t
ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, à ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ∂Ms � ïðÿìûìè, âñëåäñòâèå ÷åãî
òðóáêà Ms ÿâëÿåòñÿ íåïðîäîëæàåìîé. Ýòè òðóáêè íàçûâàþòñÿ êîñûìè êàòåíîèäàìè.

Âàæíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âñå M ′
s èìåþò îäèí è òîò æå

ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ îáõâàòà, â òî âðåìÿ êàê äëèíû τ(s) èíòåðâàëîâ ïðîåêöèé ìîãóò
ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç (0; +∞) ïðè èçìåíåíèè s. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò,
÷òî çíàíèå òîëüêî ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà îáõâàòà íåäîñòàòî÷íî äëÿ îöåíêè äëèíû èí-
òåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ, â îòëè÷èå îò ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Íåïîñðåäñòâåííûé ðàñ÷åò
ïîêàçûâàåò, ÷òî τ(s) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò óãëà íàêëîíà âåêòîð-
ïîòîêà òðóáêè M ′

s ê îñè Ox3. Âñå òðóáêè äàííîãî ñåìåéñòâà îáëàäàþò îäíîëèñòíûì
ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì, â ñëåäñòâèå ÷åãî çíà÷åíèÿ èõ ïîëíîé êðèâèçíû îãðàíè÷åíû
çíà÷åíèåì 4π ðàâíîìåðíî ïî s ∈ (0; +∞).

(Ê2). Ïðèâåäåì ïðèìåð íåïðîäîëæàåìûõ êîíå÷íûõ òðóáîê ñ áåñêîíå÷íîé ïîëíîé
êðèâèçíîé. Èìåííî, Õ. Ðîçåíáåðã è Ý. Òîóáèàíà â [64] ïîñòðîèëè âíóòðåííå ïîëíóþ
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ìèíèìàëüíóþ òðóáêó, ÿâëÿþùóþñÿ ïîãðóæåíèåì êîëüöà è ñîäåðæàùóþñÿ ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè â R3. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [87], ïîëíàÿ
êðèâèçíà òàêîé ïîâåðõíîñòè äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íîé. Ê ñîæàëåíèþ, ñàìî ïîñòðîåíèå
íå íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð è íå äàåò èíôîðìàöèþ î âåêòîð-ïîòîêå.

2. Òðóáêè ñ îãðàíè÷åííîé èíòåãðàëüíîé êðèâèçíîé

2.1. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ïðîèçâîëüíîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîãî òèïà â R3 ñ âåêòîð-ïîòîêîì J(M ). Òîãäà åñëè àáñîëþòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ
ãàóññîâà êðèâèçíà G(M ) êîíå÷íà è α(M ) > 0, òî âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ |τ(M )| ïî-
âåðõíîñòè M êîíå÷íî è

(6) |τ(M )| ≤ G(M )‖J(M )‖ cosα(M )

16 α2(M )
.

Èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò êîíå÷íîñòü âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîé
òðóáêè ñ êîíå÷íîêðàòíûì (â ÷àñòíîñòè � îäíîëèñòíûì) ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì, òàê
êàê äëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé âûïîëíåíî G(M ) ≤ 4πs, ãäå s � êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü M , dimM = 2 � ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ïðîèçâîëüíîãî
òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà â R3. Åñëè ãàóññîâî îòîáðàæåíèå íå áîëåå ÷åì s-ëèñòíî è
α(M ) > 0, òî âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ |τ(M )| ïîâåðõíîñòè M êîíå÷íî è

(7) |τ(M )| ≤ πs‖J(M )‖ cosα(M )

4 α2(M )
.

Çàìå÷àíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè � ïîëíîé êðèâèçíû �
äàåò áîëåå ãèáêèé ïîäõîä, ÷åì èñïîëüçîâàíèå êðàòíîñòè ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, êîíå÷íîñòü èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû a priori íå âëå÷åò êîíå÷íîñòè
êðàòíîñòè ñàìîãî ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ. Äàëåå, â ïóíêòå 4.2.5 ìû îòäåëüíî ðàññìàòðè-
âàåì ñëó÷àé òðóáîê ñ îäíîëèñòíûì ãàóññîâûì îòáðàæåíèåì. Íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷å-
íèé íà ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ïîêàçûâàþò ïðèìåðû òðóáîê ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì α(M )
è áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðèâîäèìûå â ïàðàãðàôå 3.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî äëÿ òðóáîê áåñêîíå÷íîãî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ
ñ íåíóëåâûì óãëîì íàêëîíà âåêòîð-ïîòîêà ê îñè âðåìåíè, íåðàâåíñòâî (6) ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ðàâíîìåðíóþ ëèíåéíóþ îöåíêó ñíèçó íà èíòåãðàëüíóþ ãàóññîâó
êðèâèçíó ëþáîé ïîðöèè òðóáêè, çàêëþ÷åííîé â ïàðàëëåëüíîì ñëîå â òåðìèíàõ øèðè-
íû ýòîãî ñëîÿ.

Â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà ðàáîò, êàñàþùèõñÿ ãåîìåòðèè "â öåëîì"ìèíèìàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîé èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû, ìû íå íàêëàäûâàåì òðåáîâàíèé íà
âíóòðåííþþ ïîëíîòó ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ìèê-
ñà è Ôàíãà [87], äâóìåðíàÿ òðóáêà ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ è êîíå÷íîé
èíòåãðàëüíîé êðèâèçíîé íå ìîæåò áûòü (âíóòðåííå) ïîëíîé ïîâåðõíîñòüþ.

2.2. Â äàííîì ïóíêòå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî M � äâóìåðíàÿ äâóñâÿçíàÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ òðóáêà â R3, ðåàëèçîâàííàÿ ïîãðóæåíèåì íåêîòîðîãî êîëüöà M . Òîãäà èç ðå-
çóëüòàòîâ Îññåðìàíà è Øèôôåðà [57] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîé ñèñòåìû
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èçîòåðìè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà M . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü M
êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà êîëüöó DR = {z : 1/R < |z| < R} äëÿ íåêîòîðîãî ïîäõîäÿùåãî
R > 1.

Ïóñòü g(ζ) � ãîëîìîðôíàÿ â êîëüöå DR ôóíêöèÿ, Ct = {z ∈ C : |z| = t} è

a0(g) =
1

2πi

∫
C1

g(ζ)dζ

ζ

öåíòðàëüíûé êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ g(ζ) â ðÿä Ëîðàíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g(ζ) äîïóñòèìà äëÿ êîëüöà DR, åñëè îíà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
è

(8) a0(g) = −a0(1/g(z)).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Âåéåðøòðàññà.

Ëåììà 4.1. Ïîâåðõíîñòü M äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ

(9) X(z) = Re

z∫
z0

F(ζ) dζ,

ãäå

F = (F1; F2; F3) =
J3

4π

(
1− g2(z)

g(z)z
;
i(1 + g2(z))

g(z)z
;

2

z

)
.

è g(z) � íåêîòîðàÿ äîïóñòèìàÿ äëÿ DR ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

(10) a0(g) = − 1

J3

(J1 + iJ2), a0(1/g) =
1

J3

(J1 − iJ2),

ãäå Jk �êîìïîíåíòû âåêòîð-ïîòîêà òðóáêè M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [54], çàïèøåì êëàññè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ Ýííåïåðà-
Âåéåðøòðàññà ïîâåðõíîñòè M . Èìåííî, íàéäóòñÿ ãîëîìîðôíûå â êîëüöå DR ôóíêöèè
f(z) è g(z) òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (9) äëÿ ãîëîìîðôíîé âåêòîð-ôóíêöèè

(11) F(z) =
(
(1− g2(z))f(z); i(1 + g2(z))f(z); 2f(z)g(z)

)
,

è âûïîëíåíî

(12) Re

∫
C1

F(ζ) dζ = 0,

Ãäå g(z) � êîìïîçèöèÿ ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè M è ïîñëåäóþùåé ñòåðåîãðà-
ôè÷åñêîé ïðîåêöèè åäèíè÷íîé ñôåðû îòíîñèòåëüíî åå ñåâåðíîãî ïîëþñà íà ïëîñêîñòü,
êàñàòåëüíóþ ê þæíîìó ïîëþñó.

Â ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì

(13) J(M ) = Im

∫
|z|=1

F (ζ) dζ.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè

vk(z) = Im

z∫
z0

Fk(ζ) dζ.

Òîãäà êàæäàÿ vk(z), âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ãðàäèåíò ∇vk êîððåêòíî îïðåäåëåí è, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ∗-îïåðàòîðà Õîäæà,
ïîëó÷àåì

Jk(M ) =

∫
Στ

〈∇Xk, ν〉 ds =

∫
Στ

〈∗∇Xk, ∗ν〉 ds =

∫
Στ

〈∇vk, ∗ν〉 ds =

=

∫
Στ

d vk = Im

∫
|z|=1

Fk(ζ) dζ,

òåì ñàìûì òîæäåñòâî (13) äîêàçàíî.

ut

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (9), êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ X3(z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â
êîëüöå DR. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òðóáêè, ïîëó÷àåì

(14) lim
z→1/R

X3(z) = τ1, lim
z→R

X3(z) = τ2,

ãäå τ(M ) = (τ1; τ2) � èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ òðóáêè M íà îñü Ox3.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ

h(z) = τ1 +
τ2 − τ1

2 lnR
ln(R|z|).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî h(z) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (14) è, òàêèì îáðàçîì, h1(z) = X3(z)−h(z)
ñíîâà ãàðìîíè÷åñêàÿ â êîëüöå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

lim
z→∂DR

h1(z) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè h1, ïîëó÷èì h1(z) ≡ 0 âñþäó â DR è, òàêèì
îáðàçîì,

(15) X3(z) ≡ τ1 +
τ2 − τ1

2 lnR
ln(R|z|).

Â ÷àñòíîñòè, èç (15) ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë dX3(z) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
â DR, ïîýòîìó íîðìàëü n(z) ê ïîâåðõíîñòè M íå ìîæåò áûòü ïàðàëëåëüíà e3 íè â êàêîé
òî÷êå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèâåäåííóþ âûøå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ g(z),
ïîëó÷àåì, ÷òî g(z) : DR → C \ {0; ∞}.

Ñðàâíèâàÿ (15) è (11), çàêëþ÷àåì

(16) 2g(z)f(z) =
τ2 − τ1

2 lnR
· 1

z
.
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×òîáû èñêëþ÷èòü lnR èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîäñòàâèì (16) â (11), è, èñïîëüçóÿ
(13), áóäåì èìåòü

(17) lnR =
π(τ2 − τ1)

J3

.

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå â (16), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ (9).

×òîáû äîêàçàòü (10), ðàñïèøåì óñëîâèå (13) ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó f(ζ) è g(ζ). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì∫

C1

1− g2(ζ)

2g(ζ)

dζ

ζ
=

2πJ1i

J3

,

∫
C1

1 + g2(ζ)

2g(ζ)

dζ

ζ
=

2πJ2

J3

,

îòêóäà, ïîñëå óïðîùåíèÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìûå òîæäåñòâà. Ëåììà äîêàçàíà.

ut

2.3. Ïóñòü Γ(R) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé Ct, t ∈ (1/R;R),
ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà t, ñîäåðæàùèõñÿ â êîëüöå DR. Òîãäà õîðîøî èçâåñòíûì (ñì.
íàïðèìåð [2, ñòð.19]) ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî

(18) mod Γ(R) =
lnR

π
.

Äàëåå íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðûõ âíóò-
ðåííèõ õàðàêòåðèñòèê ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè, ïàðàìåòðèçîâàííîé ñ ïîìîùüþ ñèñòå-
ìû (11). Ýëåìåíò äëèíû ïîâåðõíîñòè M è ãàóññîâà êðèâèçíà â òåðìèíàõ ãîëîìîðôíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðèíèìàþò âèä (ñì. [54])

ds ≡ λ(z) |dz| = |f |(1 + g2) |dz|
è

(19) K = −
(

2|g′|
|f |(1 + |g|2)2

)2

.

Ó÷èòûâàÿ èçîòåðìè÷íîñòü êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîé
èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû G(M )

G(M ) ≡ −
∫
DR

K(z)λ2(z) dz dz =

∫
DR

4|g′|2

(1 + |g|2)2
dz dz.

Ëåììà 4.2. Îöåíêà (6) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé äâóñâÿçíîé ìèíèìàëüíîé òðóáêè
M ñ êîíå÷íîé àáñîëþòíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé G(M ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(ζ) � ôóíêöèÿ èç ëåììû 4.1, îòâå÷àþùàÿ ïîâåðõíîñòè
M è a0(g) = aeiθ � åå öåíòðàëüíûé ëîðàíîâñêèé êîýôôèöèåíò, çàïèñàííûé â ïîëÿðíîé
ôîðìå äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî a. Òîãäà èç (10) áóäåì èìåòü
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ðàâåíñòâî a0(1/g) = −ae−iθ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè g1(ζ) = e−iθg(ζ) è äëÿ ëþáîãî
t ∈ (1/R;R) âûïîëíåíî

a0(g1) =
1

2π

2π∫
0

g1(teiξ) dξ = a;

a0(1/g1) =
1

2π

2π∫
0

dξ

g1(teiξ)
= −a.(20)

Ïîëîæèì

ϕ(ζ) ≡ |g′1(ζ)|
1 + |g1(ζ)|2

=
|g′(ζ)|

1 + |g(ζ)|2
,

è

(21) σ = inf
1/R<t<R

∫
Ct

ϕ(ζ) |dζ|.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ (48), äëÿ âåëè÷èíû êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ mod Γ(R) èìååì ñëå-
äóþùóþ îöåíêó

mod Γ(R) ≤ 1

σ2

∫
DR

ϕ2(z) dz dz,

îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (18) è (19), ïîëó÷èì

(22) lnR ≤ πG(M )

4σ2
.

×òîáû îöåíèòü σ ñíèçó ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ñòåðåîãðàôè÷åñêîå îòîáðàæå-
íèå

h(ζ) =

(
2Reζ

|ζ|2 + 1
;

2Imζ

|ζ|2 + 1
;
|ζ|2 − 1

|ζ|2 + 1

)
: C1 → S2 \ {P},

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â åäèíè÷íóþ ñôåðó S2 ñ âûáðîøåííûì ñåâåðíûì ïîëþñîì P =
(0; 0; 1). Òîãäà äèôôåðåíöèàë ñòåðåîãðàôè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå w âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

|dwh| =
2|dw|
|w|2 + 1

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî t ∈ (1/R;R) èìååì∫
Ct

ϕ(ζ) |dζ| ≡
∫
Ct

|g′1(ζ)|
1 + |g1(ζ)|2

|dζ| =
∫

g1(Ct)

|dw|
1 + |w|2

=

(23) =
1

2

∫
h◦g1(Ct)

|dh| ≥ 1

2
`(h ◦ g1(Ct)),

ãäå ÷åðåç `(E) îáîçíà÷åíà äëèíó êîíòèíóóìà E ∈ S2 â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå.

Îáúåäèíÿÿ (21) è (23), ïîëó÷èì

(24) σ ≥ 1

2
inf

1/R<t<R
`(h ◦ g1(Ct)).
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Ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì ê âåùåñòâåííûì ÷àñòÿì òîæäåñòâ (20). Òîãäà äëÿ
êàæäîãî t ∈ (1/R;R) íàéäóòñÿ ξ1 è ξ2 òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(25) Re g1(teiξ1) = a, Re
1

g1(teiξ2)
= −a.

Èç (25) ñëåäóåò, ÷òî γt = g1(Ct) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïðÿìîé L1 = {z ∈
C : Rez = a} è îêðóæíîñòüþ L2 = {z ∈ C : Re(1

z
) = −a}. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

çàìêíóòîñòü êðèâîé γt è ðàâåíñòâî h ◦ g1(Ct) = h(γt), èç (24) ïîëó÷àåì

(26) σ ≥ 1

2
· 2 dist(h(L1);h(L2)) = dist(h(L1);h(L2)),

ãäå dist îçíà÷àåò ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäìíîæåñòâàìè
åäèíè÷íîé ñôåðû.

Ïóñòü h(z) = (x1, x2, x3) ∈ h(L1) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëå-
íèå ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè è òîò ôàêò, ÷òî Re z = a íà L1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

x1 + ax3 =
2Rez

1 + |z|2
+ a
|z|2 − 1

|z|2 + 1
= a.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî h(L1) åñòü îêðóæíîñòü â åäèíè÷íîé ñôåðå S2, ëåæàùàÿ â ïëîñ-
êîñòè x1 + ax3 = a. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî h(L2) � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ
åé îêðóæíîñòü â ïëîñêîñòè x1 + ax3 = −a. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ýòèìè îêðóæíîñòÿìè â ìåòðèêå åäèíè÷íîé ñôåðû äàþò ñîîòíîøåíèå

dist(h(L1);h(L2)) = 2arctg a,

è, ñ ó÷åòîì (22) è (26), ïîëó÷àåì

(27) lnR ≤ πG(M )

16 arctg2 a
.

Ïóñòü α(M ) � óãîë ìåæäó âåêòîð-ïîòîêîì J(M ) è îñüþ Ox3. Òîãäà

(28) tgα(M ) =

√
J2

1 + J2
2

J3

= a,

è, èñïîëüçóÿ (27) è (17), ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

ut

2.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Ïóñòü M ⊂ R3 � äâóìåðíàÿ ïîãðóæåííàÿ
ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñ èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ
τ(M ) = (τ1; τ2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîîðäèíàòíîé
ôóíêöèè X3(ζ) ïîãðóæåíèÿ X : M → R3. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ãàðìîíè÷íîñòè X3(ζ),
ìíîæåñòâî E ñîñòîèò òîëüêî èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, â ÷àñòíîñòè, îíî íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíî. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà-
÷åíèé {hi = X3(ξi) : ξi ∈ E}, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (τ1 + ε; τ2 − ε), ìîæåò áûòü òîëüêî
êîíå÷íûì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåííûì êîëüöîì è óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 4.2. Êðîìå òîãî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ hi, 1 ≤ i ≤ N , íóìåðóþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ i : 1 ≤ i ≤ N − 1. Òîãäà ïîðöèÿ ïîâåðõíîñòè
M , çàêëþ÷åííàÿ â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëîå hi ≤ x3 ≤ hi+1, ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå
÷èñëî ñâÿçíûõ ìèíèìàëüíûõ òðóáîê D1, . . . , Dk èìåþùèõ òîïîëîãè÷åñêèé òèï êîëüöà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî êëàññè÷åñêîé ëåììå Ìîðñà, îñòñóòñòâèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíê-
öèè âûñîòû X3 íà ëþáîé êîìïîíåíòå Dj âëå÷åò ãîìåîìîðôíîñòü Dj (ïîãðóæåííîìó)
öèëèíäðó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (j) = J(Dj) � âåêòîð-ïîòîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîé êîìïî-
íåíòå Dj, ðàññìàòðèâàåìîé êàê íåçàâèñèìàÿ òðóáêà, è ÷åðåç αj � óãëû ìåæäó J (j) è
áàçèñíûì âåêòîðîì e3. Òîãäà, ââèäó ëåììû 4.2, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî j, 1 ≤ j ≤ k

hi+1 − hi ≤
G(Dj)J3(Dj)

16 α2
j

≤ G(D)J3(Dj)

16 α2
j

,

ãäå D = ∪Dj. Êðîìå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-ïîòîêà, èìååì

(29) J (1) + J (2) + . . .+ J (k) = J(M ),

è, ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü òðåòüåé êîîðäèíàòû âåêòîð-ïîòîêà,

J
(i)
3 ≤

k∑
j=1

J
(j)
3 = J3(M ),

ïîëó÷àåì

(30) hi+1 − hi ≤
G(D)J3(M )

16 α2
j

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäåòñÿ èíäåêñ ν òàêîé, ÷òî αν ≥ α(M ). Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P , ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò O ∈ R3 è êîíöîâ âåêòîðîâ J (j). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (29),

ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð
1

k
J(M ) ëåæèò â P . Òîãäà, èç âûïóêëîñòè ìíîãîãðàííèêà P âûòå-

êàåò, ÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð J (ν), äëÿ êîòîðîãî óãîë αν äîëæåí áûòü íå ìåíüøå, ÷åì óãîë

ìåæäó e3 è
1

k
J(M ), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàåò ñ α(M ). Òåì ñàìûì, ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ (30) ê ν, áóäåì èìåòü

hi+1 − hi ≤
G(D)J3(M )

16 α2(M )
.

Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ïî âñåì i, ïðèõîäèì ê îöåíêå

|τ(M )| − 2ε ≤ G(M ′)J3(M )

16 α2(M )
,

ãäå M ′ � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè M , ðàñïîëîæåííàÿ â ñëîå τ1 + ε ≤ x3 ≤ τ2 − ε. Ó÷èòûâàÿ
ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà ε è âîçðàñòàíèå àáñîëþòíîé èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé êðèâèç-
íû êàê ôóíêöèè ìíîæåñòâà, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Òåîðåìà äîêàçàíà
ïîëíîñòüþ.

2.5. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ ìèíèìàëüíûõ òðóáîêM ñ îäíîëèñòíûì
ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì. Òàê êàê äëÿ òàêèõ òðóáîê àáñîëþòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ãàóññîâà
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êðèâèçíà êîíå÷íà è ìåíüøå 4π, òî â ñèëó òåîðåìû 4.1 èìååì

(31) |τ(M )| ≤ π‖J(M )‖ cosα(M )

4 α2(M )
.

Â ðàáîòå [81] ìû óòî÷íèëè äàííûé ðåçóëüòàò äëÿ äâóñâÿçíûõ òðóáîê:

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü M , dimM = 2 � äâóñâÿçíàÿ ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ñ îäíî-
ëèñòíûì ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì è α(M ) > 0. Òîãäà âðåìÿ æèçíè |τ(M )| ïîâåðõ-
íîñòè M êîíå÷íî

(32) τ(M ) ≤ π‖J(M )‖ cosα(M )

ln tan(π
4

+ α
2
)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî êàê è â ïóíêòå 4.2.3 äîñòàòî÷íî ïî-
ëó÷èòü ïîäõîäÿùóþ îöåíêó íà êîíôîðìíûé ìîäóëü ñåìåéñòâà êðèâûõ Γ, ðàçäåëÿþùèõ
ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû êîëüöà DR = {z ∈ C : 1/R < |z| < R}. Îñíîâíîå îòëè÷èå äàí-
íîãî äîêàçàòåëüñòâà îò ïðèâîäèìîãî â ïóíêòå 4.2.3 çàêëþ÷àåòñÿ â áîëåå òî÷íîì âûáîðå
äîïóñòèìîé ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ êîëüöà DR. Ýòî âîçìîæíî
â ñèëó îäíîëèñòíîñòè ñòåðåîãðàôè÷åñêîãî ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ g(z).

Êàê è ðàíåå, â êîëüöå DR ìîæíî îïðåäåëèòü ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ g1(z), ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ g(z) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî êîìïëåêñíîãî ìíîæèòåëÿ è òàêóþ, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (20). Ñëåäîâàòåëüíî, g1(z) áóäåò òàêæå îäíîëèñòíîé â êîëüöå DR

ôóíêöèåé. Äîêàæåì, ÷òî

(33) lnR ≤ π2

ln(a+
√

1 + a2)
.

Ïóñòü Γ = {Cρ : 1/R < ρ < R} � ñåìåéñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé Cρ =
{z : |z| = ρ}. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî êðèâûå-îáðàçû
g1(Cρ) èìåþò íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé L1 = {z ∈ C : Rez = a} è îêðóæíîñòüþ
L2 = {z ∈ C : Re(1

z
) = −a}.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå g1(z) îäíîëèñòíî, êîíôîðìíûé ìîäóëü ñåìåéñòâà Γ ñîâïàäàåò
ñ êîíôîðìíûì ìîäóëåì ñåìåéñòâà êðèâûõ g1(Γ). Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ îáëàñòü

D =

{
z : Re z < a;

∣∣∣∣z +
1

2a

∣∣∣∣ > 1

2a

}
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ρ ∈ (1/R;R) ìîæíî íàéòè êîíòèíóóìû γρ ⊂ ρ, îáðàçû êî-
òîðûõ ïðè îòîáðàæåíèè g1 ñîåäèíÿþn ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû îáëàñòè D. Òîãäà íîâîå
ñåìåéñòâî Γ1, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ êîíòèíóóìîâ γρ, �êîðî÷å�ñåìåéñòâà Γ â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ èç Γ1 ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé êðèâîé èç Γ. Òîãäà èç òåîðåìû 1.2
â [2] ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(34) mod Γ = mod g1(Γ) ≤ mod Γ1 = mod g1(Γ1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, g1(Γ1) ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì Γ(D) âñåõ êðèâûõ â îáëàñòè D
ñîåäèíÿþùèõ åå ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû. Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè èíôèìóìà è îïðåäå-
ëåíèå êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

(35) mod g1(Γ1) ≤ modΓ(D).
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è, ïîäñòàâëÿÿ èçâåñòíóþ ôîðìóëó mod Γ = lnR
π

â ñîîòíîøåíèÿ (34) è (35), ïîëó÷àåì

lnR

π
≤ modΓ(D).

×òîáû âû÷èñëèòü ïîñëåäíèé ìîäóëü, çàìåòèì, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

h(z) =
1

λ
· z + λ

1− zλ
îòîáðàæàåò D íà êîëüöî D1 = {w : 1 < |w| < 1/λ2}, ãäå λ =

√
a2 + 1−a. Òàêèì îáðàçîì,

èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ, áóäåì èìåòü

lnR

π
≤ modΓ(D) ≡ 2π

ln (1/λ2)
=

π

ln(a+
√

1 + a2)
.

è ôîðìóëà (33) äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (28) è (17), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó è òåîðåìà äîêàçàíà
ïîëíîñòüþ.

ut

3. Ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ òðóáîê ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ

3.1. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ñóùåñòâóþò ìèíèìàëüíûå
òðóáêè ñ èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ R è ïðîèçâîëüíûì óãëîì íàêëîíà âåêòîð-ïîòîêà.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü ψ(ζ) � ãîëîìîðôíàÿ â êîëüöå DR ôóíêöèÿ è òàêàÿ, ÷òî

(36) ψ

(
−1

z

)
= −ψ(z).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî N ôóíêöèÿ

g(z) = z2N+1 exp(ψ(z))

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ êîëüöà DR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = −1/z. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùóÿ öåïî÷êà ðà-
âåíñòâ

1

g(z)
= z−2N−1 exp(−ψ(z)) = −

(
−1

z

)2N+1

· expψ

(
−1

z

)
=

= −w2N+1expψ(w) = −w2N+1 expψ(w) = −g(w),

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ öåíòðàëüíûõ ëîðàíîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ èìååì

a0(1/g(z)) = a0(−g(w)) = −a0(g(w)) = −a0(g(z)),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ut

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèþ (36)

ψ(z) = λ

(
z +

1

z

)
,
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ãäå λ ≥ 0 � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ñèëó ëåììû 4.3, ôóíêöèÿ

gλ(z) = z expλ(z +
1

z
)

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ïðîêîëîòîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèD∞ ≡ C\{0}. Ðàçëîæåíèå
â ðÿä Ëîðàíà äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ öåíòðàëüíîãî ëîðàíîâñêîãî êîýôôèöè-
åíòà ôóíêöèè gλ(z):

a0(gλ) =
∞∑
k=1

λ2k−1

k!(k − 1)!
.

Ïóñòü Mλ � ìèíèìàëüíàÿ äâóñâÿçíàÿ òðóáêà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëå-
íèÿ (9) ñ ôóíêöèåé gλ(z). Òîãäà Mλ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà C \ {0} è, ïðèìåíÿÿ (26)
è (28), áóäåì èìåòü

tgα(Mλ) = |a0(gλ)| =
∞∑
k=1

λ2k−1

k!(k − 1)!
.

Òàêèì îáðàçîì, âàðüèðóÿ λ ∈ (0; +∞), áóäåì ïîëó÷àòü äâóñâÿçíûå ìèíèìàëüíûå òðóá-
êè Mλ ñ áåñêîíå÷íûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ è ñ ïðîèçâîëüíûì óãëîì íàêëîíà
âåêòîð-ïîòîêà ê îñè Ox3.

4. Ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ìíîãîìåðíûõ òðóáîê

4.1. Âñþäó äàëåå â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé âëîæåííûõ
â Rn ãèïåðïîâåðõíîñòåé è ïîýòîìó íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èé â îáîçíà÷åíèÿõ, êàñàþ-
ùèõñÿ ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿM è ïîâåðõíîñòè M = (M ;u). Íàïðèìåð, Στ îäíîâðåìåííî
îçíà÷àåò êàê ïîäìíîæåñòâîM , òàê è ïîäìíîæåñòâîRn, ñîîòâåòñòâóþùåå îáðàçó Στ ïðè
îòîáðàæåíèè u.

Ïóñòü Sn−1 � ñòàíäàðòíàÿ åäèíè÷íàÿ åâêëèäîâà ñôåðà â Rn è d(E) � äèàìåòð
ïîäìíîæåñòâà E ⊂ Sn−1, ïîäñ÷èòàííûé â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ :
M → Sn−1 ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòèM , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êåm ∈M
íîðìàëüíûé âåêòîð γ(m), è äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂M ÷åðåç γ(E) � åãî ãàóññîâ
îáðàç.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü M � ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà â Rn, Σ ⊂ Σ(τ) � íåêîòîðàÿ
ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñ âåêòîð-ïîòîêîì J(Σ). Òîãäà äèàìåòð ãàóññîâà îáðàçà
γ(Σ) êîìïîíåíòû Σ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(37) d(γ(Σ)) ≥ 2α(Σ) ,

ãäå α(Σ) � óãîë ìåæäó J(Σ) è en.

4.2. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Λ(Rn) è Λk(Rn) � âíåøíþþ àëãåáðó ïðîñòðàíñòâà Rn

è åå ïîäïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷åñêèõ k-ôîðì ñîîòâåòñòâåííî. Çàôèêñèðóåì êàíî-
íè÷åñêèé áàçèñ {ek}nk=1 â Rn è îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = e1 ∧ . . . ∧ en � ôîðìó îáúåìà,
ïîðîæäàþùóþ îðèåíòàöèþ Rn. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû èç âíåøíåé àëãåá-
ðû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â êíèãå Ñòåðíáåðãà [70]. Áóäåì çàïèñûâàòü
a ' b, åñëè a = ±b.
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Äëÿ äàííîãî u ∈ Λ(Rn) îïðåäåëèì îïåðàòîð âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ u a · íà Λ(Rn),
ïîëàãàÿ

(38) 〈x, u a y〉 ≡ 〈u ∧ x, y〉 , ∀x, y ∈ Λ(Rn) .

×åðåç ∗ îáîçíà÷èì îïåðàòîð Õîäæà Λk(Rn)→ Λn−k(Rn), ïîëàãàÿ äëÿ ëþáîé k-ôîðìû
x

(39) ∗ x = x a ω .

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàòîðîâ (ñì. [70, ñòð. 33]).

(i) ∗ ∗ x = (−1)k(n−k)x ' x , ∀x ∈ Λk(Rn);

(ii) x ∧ ∗y = 〈x, y〉ω , ∀x ∈ Λk(Rn),∀y ∈ Λn−k(Rn) ;

(iii) 〈∗x, ∗y〉 = 〈x, y〉 , ∀x, y ∈ Λk(Rn).

Ïóñòü V ⊂ Rn � îðèåíòèðîâàííîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è v1, . . . , vk � íåêîòî-
ðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V (äàëåå ìû óïîòðåáëÿåì òåðìèí ðåïåð) ñ ñîãëàñîâàíîé
îðèåíòàöèåé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôîðìà

σ(V ) ≡ v1 ∧ . . . ∧ vk
íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåïåðà v1, . . . , vk. Îïðåäåëèì òàêæå îïåðàòîð

πV (ξ) = ∗ (σ(V ) ∧ ξ) .

Åñëè V ⊂ Rn � îðèåíòèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, dimV = n − 1, è ξ � íåêîòî-
ðûé åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé V (ò.å. ξ ∈ V ⊥), òî èç ñâîéñòâà (ii) âûòåêàåò
ïðåäñòàâëåíèå

(40) ξ ' ∗σ(V ).

Ëåììà 4.4. Äëÿ ëþáûõ a ∈ Λr(Rn), b ∈ Λk(Rn) âûïîëíåíî

a a (∗b) = ∗(b ∧ a) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Λn−k−r(Rn),

〈a a ∗b, ξ〉 = 〈∗b, a ∧ ξ〉 = 〈b a ω, a ∧ ξ〉 =

= 〈ω, b ∧ a ∧ ξ〉 = 〈(b ∧ a) a ω, ξ〉 = 〈∗(b ∧ a), ξ〉 .
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ξ, èìååì ∗(b ∧ a) = a a ∗b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ut

Ëåììà 4.5. Ïóñòü V ⊂ Rn � ïîäïðîñòðàíñòâî, dimV = k, è V ⊥ � åãî îðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå. Òîãäà äëÿ ∀x ∈ Rn

(41) xV
⊥

= σ(V ) a (σ(V ) ∧ x) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â V îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð v1, . . . , vk è äîïîëíèì åãî
äî îðèåíòèðîâàííîãî ðåïåðà Rn: v1, . . . , vk, w1, . . . , wn−k. Ïóñòü x ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð è x = x1v1 + . . .+ xkvk + y1w1 + . . .+ yn−kwn−k � åãî îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî vi èìååì

〈σ(v) a (σ(v) ∧ x) , vi〉 = 〈σ(v) ∧ x, σ(v) ∧ vi〉 = 0 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈σ(v) a (σ(v) ∧ x) , wα〉 = 〈σ(v) ∧ x, σ(v) ∧ wα〉 =

=
n−k∑
j=1

〈σ(v) ∧ wj, σ(v) ∧ wα〉 =
n−k∑
j=1

yjδjα = yα .

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ

σ(v) a (σ(v) ∧ x) = y1w1 + . . .+ yn−kwn−k = xV
⊥
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ut

4.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3

Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Π ãèïåðïëîñêîñòü â Rn, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì xn =
0, ÷åðåç T ≡ TmΣ � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñå÷åíèþ Σ (ðàññìàòðèâàåìîìó êàê
ïîäìíîãîîáðàçèå Π) è γ = γ(m) � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êåm.
Ïóñòü âåêòîðà τ1, . . . , τn−2 îáðàçóþò îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð â T è τ ≡ σ(T ) � ýëåìåíò
îáúåìà â TmΣ.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü ξ è η � åäèíè÷íûå âåêòîðà òàêèå, ÷òî âåêòîðà ξ, η, τ1, . . . , τn−2

îáðàçóþò îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð â Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q ∈ Rn, ‖q‖ 6= 0,
èìååì

〈q, ξ〉 ' 〈η, πT (q)〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà (40) íàõîäèì, ÷òî

ξ ' ∗(η ∧ τ),

è, èñïîëüçóÿ (iii) è ëåììó 4.4, ïîëó÷àåì

〈q, ξ〉 ' 〈q, ∗(η ∧ τ)〉 ' 〈q, ∗(τ ∧ η)〉 ' 〈q, η a ∗τ〉 '

' 〈η ∧ q, ∗τ〉 ' 〈η, q a ∗τ〉 ' 〈η, ∗(τ ∧ q)〉 ' 〈ξ, πT (q)〉
÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

ut

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.3. Ïóñòü η = η(m)
� ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê Σ, ðàññìàòðèâàåìîìó êàê ïîäìíîãîîáðàçèå Πτ , îðèåí-
òèðîâàííîå òàê, ÷òî ïàðà (T ; η) îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð Π. Òîãäà, â ñèëó
ëåììû 4.5, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q ∈ Rn
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∫
Σ

〈πT (q), en〉 =

∫
Σ

〈∗(τ ∧ q), en〉 '
∫
Σ

〈τ ∧ q, ∗en〉 '

(42) '
∫
Σ

〈τ ∧ q, τ ∧ η〉 '
∫
Σ

〈q, τ a (τ ∧ η)〉 '
∫
Σ

〈q, η〉

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê âëîæåííîå êîì-
ïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Πt áåç êðàÿ, ïðîñòîé öèêë Σ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé
êîìïàêòíîé îáëàñòè Ω ⊂ Πt. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîëó÷èì∫

∂Ω

〈q, η〉 =

∫
Ω

div q = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç (42) ñëåäóåò òîæäåñòâî

(43)
∫
Σ

〈πT (q), en〉 = 0.

Âûáåðåì âåêòîð q ïðîèçâîëüíî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå 〈q, J(Σ)〉 =
0. Â ýòîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ âçàèìíóþ îðòîãîíàëüíîñòü íîðìàëåé γ, ν è êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà TmΣ, èç (4) è ëåììû 4.6 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

0 =

∫
Σ

〈q, ν〉 =

∫
Σ

〈πT (q), γ〉,

è, èñïîëüçóÿ (43), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

(44)
∫
Σ

〈πT (q), γ ± en〉 = 0.

Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè çíà÷åíèÿ t îáà âûðàæåíèÿ γ ± en íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà Σ.
Ïîýòîìó âäîëü Σ êîððåêòíî îïðåäåëåíû âåêòîðíûå ïîëÿ

v±(m) =
en ± γ(m)

‖en ± γ(m)‖
.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì èç (44) íàéäóòñÿ äâå òî÷êè m− è m+ â Σ, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíî

(45) 〈πT±(q), v±〉 = 0,

ãäå T± = Tm±M è v± = v±(m±).

Çàìåòèì, ÷òî íàáîð (v−, v+, τ1, . . . , τn−2) îáðàçóåò îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð Rn. Òîãäà,
ïðèìåíÿÿ ê (45) ëåììó 4.6, áóäåì èìåòü

0 = 〈πT+(q), v+〉 ' 〈v−, q〉

â òî÷êå m− è, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êå m+:

0 = 〈πT−(q), v−〉 ' 〈v+, q〉.
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Èçáàâëÿÿñü îò çíàìåíàòåëåé â îïðåäåëåíèè âåêòîðîâ v±, èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïî-
ëó÷èì

〈q, en ± γ(m±)〉 = 0.

Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì

〈γ(m+)− γ(m−), q〉 = 2qn,

ãäå qn = 〈q, en〉� n-ÿ êîîðäèíàòà q. Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
ê ïîñëåäíåìó òîæäåñòâó, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(46) ‖γ(m+)− γ(m−)‖ ≥ 2qn
‖q‖

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ(m±) � òî÷êè íà åäèíè÷íîé ñôåðå, ïðèíàäëåæàùèå ãàóññîâó îáðàçó
êîìïîíåíòû Σ, ïîëó÷èì ‖γ(m+)−γ(m−)‖ = 2 sin β

2
, ãäå β � óãîë ìåæäó γ(m+) è γ(m−).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ñôåðè÷åñêîãî äèàìåòðà ïîäìíîæåñòâà γ(Σ) ⊂ Sn−1,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d(γ(Σ)) ≥ β. Òàêèì îáðàçîì, èç (46) áóäåì èìåòü

d(γ(Σ)) ≥ 2 arcsin
qn
‖q‖

.

Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Ïóñòü α(Σ)
� óãîë ìåæäó âåêòîðàìè J(Σ) è en. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü q âåêòîð-ïîòîêó
J(Σ), ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷òî

max
q⊥J(Σ)

qn
‖q‖

= sinα(Σ),

è, òàêèì îáðàçîì,
d(γ(Σ)) ≥ 2α(Σ),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 ïîëíîñòüþ.

ut

4.4. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíûõ
ìèíèìàëüíûõ òðóáîê. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ãàóññîâî îòîáðàæåíèå òàêèõ ïîâåðõ-
íîñòåé êîíôîðìíî. Ïóñòü M � äâóñâÿçíàÿ âëîæåííàÿ òðóáêà. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî M êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðìó êîëüöó è, êàê ïîêàçàíî â [43], åå êîíôîðì-
íûé ìîäóëü ðàâåí

mod M =
|t(M )|
〈J(M ), e3〉

.

Â ñèëó êîíôîðìíîñòè ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ, äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà X ∈
TmM âûïîëíåíî

‖dγm(X)‖ = λ(m)‖X‖,
ãäå λ(m) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
K(m) = −λ2(m).

Èìååì äëÿ ëþáîãî t ∈ t(M )∫
Σt

λ ds =

∫
γ(Σt)

ds1 ≥ 2d(γ(Σt)),
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ãäå ds1 � ñôåðè÷åñêàÿ ìåòðèêà. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.3, ïîëó÷èì

(47)
∫
Σt

λ ds ≥ 4α(M ),

ãäå α(M ) � óãîë ìåæäó âåêòîð-ïîòîêîì J(M ) è e3.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ ([2])

mod M = inf
%≥0

∫
M
%2 dS(

inft
∫
Σt

% ds

)2 ,

ãäå dS � ýëåìåíò ïëîùàäè M è, ïîëàãàÿ % = λ, èç (47) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

mod M ≤

∫
M

(−K) dS

16α2(M )
.

Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå G(M ) =
∫
M
K dS íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ãàóññîâîé

êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè M . Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ òðóáêè,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó íà âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

|t(M )| ≤ J3(M )|G(M )|
16α2(M )

,

ñîâïàäàþùóþ ñ ïðèâåäåííîé âûøå â ñëåäñòâèè 4.1.



Ãëàâà 5

p-ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè è ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ââîäèòñÿ êëàññ òàê íàçûâàåìûõ p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé,
ñîâïàäàþùèé ñ îáû÷íûìè ìèíèìàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè p = 2. Åñòåñòâåííîñòü
ââåäåíèÿ äàííîãî êëàññà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, íåêî-
òîðûå ôàêòû èç ãåîìåòðèè "â öåëîì"ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ìîãóò áûòü ïðîäîëæå-
íû íà êëàññ p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Âî-âòîðûõ, îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ Ð. Îññåð-
ìàíà è Ë. Ñàéìîíà èçó÷àëèñü ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå êâàçèêîíôîðìíîå ãàóññîâî îòîá-
ðàæåíèå, õîòÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íå ðàññìàòðèâàëèñü. Íèæå íà-
ìè äîêàçûâàåòñÿ (òåîðåìà 5.2), ÷òî ãàóññîâî îòîáðàæåíèå p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
ÿâëÿåòñÿ K(p)-êâàçèêîíôîðìíûì (â ÷àñòíîñòè, K(2) = 1 äàåò èçâåñòíîå ñâîéñòâî êîí-
ôîðìíîñòè ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé).

Îòìåòèì õàðàêòåðíóþ îñîáåííîñòü òåîðèè p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Èìåííî,
êàê ïîêàçûâàþò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû (íàïðèìåð, òåîðåìà 5.1, ñëåäñòâèå 81, òåîðå-
ìà 5.6), ïîâåäåíèå òàêèõ ïîâåðõíîñòåé çàâèñèò íå îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà p, à îò äðîáè
β = n−1

p−1
.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ, ìû îáîáùàåì òåîðåìó
Éîðãåíñîíà-Êàëàáè-Ïîãîðåëîâà îá óðàâíåíèè Ìîíæà-Àìïåðà â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëü-
íîãî íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà.

1. Îïðåäåëåíèå p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé

1.1. Ïóñòü M = (M ;x) � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ C2-ïîãðóæåíèåì
x : M → Rn+1 îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M .

Îñíîâíîå ôóíêöèîíàëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî äàííîãî êëàññà ïîãðóæåíèé
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷íîñòü êàæäîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè â ìåòðèêå ïîâåðõíîñòè. Íà
ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü M � n-ìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rn+1. Åñëè íàé-
äåòñÿ íàáîð èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ {vi} òàêîé, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â ìåòðèêå ïîâåðõíîñòè
M , òî M � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ìîæíî íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà {vi} ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè è
âìåñòå ñ ïîäõîäÿùèì âåêòîðîì vn+1 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Rn+1. Ïóñòü
xi � ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà E ∈ TmM è èíäåêñà i, 1 ≤ i ≤ n+ 1, âûïîëíåíî ∇ Exi = vi è, ñëåäîâàòåëüíî,
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(48) ∇Exi = v>i .

Áîëåå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ (44) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà {Ej}
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TmM áóäåì èìåòü

(49) ∆xi = div v>i =
n∑
j=1

〈∇Ejv
>
i , Ej〉 =

n∑
j=1

〈B(Ej, Ej), v
⊥
i 〉 = 〈H(m), vi〉,

ãäå H(m) � âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè M .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ∆xi = 0, 1 ≤ i ≤ n, ïîëó÷èì

〈H(m), vi〉 ≡ 0, 1 ≤ i ≤ n,

âñþäó íàM . Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíûé âåêòîðH(m) êîëëèíåàðåí âåêòîðó vn+1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå m ∈ M : H(m) 6= 0. Òîãäà âåêòîð H íåíóëåâîé â
íåêîòîðîì íåïóñòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå O ⊂ M , è â ýòîì ìíîæåñòâå ëþáàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé vi, 1 ≤ i ≤ n, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé
ê ïîâåðõíîñòè M . Ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå M äâóìåðíûìè ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O(m) è íàòÿíóòûìè íà âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè è vn+1,
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè ñåãìåíòàìè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà B ïîâåðõíîñòè M , à òàê æå è âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
m ∈ O îáðàùàþòñÿ â íóëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

ut

1.2. Ïóñòü Ω ∈ M � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M è p > 1
� äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü N � äðóãîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ
φ : Ω→ N , φ ∈ L1,p ââåäåì ïîíÿòèå p-ýíåðãèè

(50) Ep(φ,Ω) =
1

p

∫
Ω

|dφ|p.

Ñëåäóÿ [34] è [11], îòîáðàæåíèå φ : M → N áóäåì íàçûâàòü p-ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè
φ|Ω � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëà E(·,Ω) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà
Ω ∈M . Â ñëó÷àå, êîãäà N = R1, ôóíêöèÿ φ(x) íàçûâàåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Êàê ñëåäñòâèå ôîðìóëû Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, òàêàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(51) ∆αf ≡ div|∇f |α−2∇f = 0.

Äàííûå ïîíÿòèÿ íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé è ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèîíàëà 2-
ýíåðãèè. Âîïðîñû ðåãóëÿðíîñòè p-ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ,
íàïðèìåð, â [93]. Èçâåñòíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî òàêèå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò èìåòü ã�åëüäåðîâû
îñîáåííîñòè â òåõ òî÷êàõ, ãäå îáîáùåííûé ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëü-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ â âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ äàæå ïðè p = 2. Íèæå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ
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ïðåèìóùåñòâåííî íà ãåîìåòðè÷åñêîé ñòîðîíå äåëà è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå èçó-
÷àåìûå îáúåêòû (ìíîãîîáðàçèÿ, ïîâåðõíîñòè, ôóíêöèè è ò.ä.) ÿâëÿþòñÿ êàê ìèíèìóì
C2-ãëàäêèìè. Ìû ïðèâîäèì ðÿä ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî p > 1 ñóùå-
ñòâóþò ïîëíûå ñîáñòâåííî âëîæåííûå ìíîãîîáðàçèÿ, ó êîòîðûõ îäíà èç êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé p-ãàðìîíè÷åñêîé âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé.

Íàçîâåì òî÷êó m ïîâåðõíîñòè M íåêðèòè÷åñêîé äëÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ e, åñëè
âåêòîð íîðìàëè νm ê ïîâåðõíîñòè íå êîëëèíåàðåí e. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè f � êîîðäè-
íàòíàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ e, òî â m äèôôåðåíöèàë df íåâûðîæäåí. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ke(m) êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè M â íàïðàâëåíèè e (òî åñòü êðèâèçíó êðèâîé, ïîëó-
÷åííîé ñå÷åíèåì M äâóìåðíîé ïëîñêîñòüþ, íàòÿíóòîé íà e íîðìàëü νm).

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü m � íåêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íàïðàâëåíèÿ e è f � êîîð-
äèíàòíàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ e. Òîãäà

(52) ∆pf = |∇f |p−2〈e, ν〉
(
H(m) + (p− 2)ke(m)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü∇ è∇ îáîçíà÷àþò ñòàíäàðòíûå êîâàðèàíòíûå
ïðîèçâîäíûå â Rn+1 è M ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

∇f(m) =
(
∇〈x(m), e〉

)>
= e>,

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ íåêðèòè÷íîñòè òî÷êè m çàêëþ÷àåì, ÷òî |∇f(m)| 6= 0, èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, |e>| 6= 0, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè m. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà X ïîëó÷àåì

∇X |∇f | = ∇X |e>| =
〈∇Xe

>, e>〉
|e>|

=
〈∇X(−e⊥), e>〉

|e>|
= 〈e, ν〉〈A(X),

e>

|e>|
〉.

Çäåñü A îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå Âåéíãàðòåíà ïîâåðõíîñòè M è e⊥ � ïðîåêöèÿ e íà íîð-
ìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M . Â ñèëó ñèììåòðèè A, èìååì

(53) ∇|∇f | = 〈e, ν〉A(τ),

ãäå âåêòîðíîå ïîëå τ = e>/|e>| êîððåêòíî îïðåäåëåíî â òî÷êå m. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
(53) â îïðåäåëåíèå (51) ìû ïîëó÷àåì

∆pf = div(|∇f |p−2∇f) = (p− 2)|∇f |p−3〈∇f,∇(|∇f |)〉+

(54) + |∇f |p−2∆f = |∇f |p−4〈e, ν〉
(
|e>|2∆f + (p− 2)〈A(e>), e>〉

)
.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü îïðåäåëåíèå ke(m) âìåñòå ñ ôîðìóëîé (49), ïîëó÷èì íà îñíîâàíèè (54)
ðàâåíñòâî (52) âñþäó íà ìíîæåñòâå íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åê M0 ≡ {m ∈M : |e>(m)| 6= 0}.

ut
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Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü M = (M,x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(55) H(m) = −(p− 2)ke(m),

òîãäà êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé.

Çàìå÷àíèå 5.1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (52), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (55) ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû f(m) áûëà p-ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè
èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü M � ïîãðóæåííàÿ ïîâåðõíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå è äëÿ íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ e ∈ Rn âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (55). Òîãäà òàêóþ
ïîâåðõíîñòü áóäåì íàçûâàòü p-ìèíèìàëüíîé.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå â ñëó÷àå p = 2 ïðèâîäèò ê îáûêíîâåííûì ìèíè-
ìàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî p-ãàðìîíè÷íîñòü îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïðè p 6= 2
íå áóäåò ïåðåíîñèòüñÿ íà îñòàëüíûå, òàê êàê p-îïåðàòîð Ëàïëàñà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 âûäåëåíî
íàïðàâëåíèå (îòâå÷àþùåå ãðàäèåíòó p-ãàðìîíè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè). Äàííàÿ
ñèòóàöèÿ âïîëíå åñòåñòâåííà â ñëó÷àÿõ, êîãäà â èññëåäóåìîé çàäà÷å óæå åñòü îòìå÷åí-
íûå íàïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ òðóá÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé òàêèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïàðàëëåëüíî îñè òðóáêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî Rn+1

1 âûäåëåííîé ÿâëÿåòñÿ îñü âðåìåíè Oen+1.

Â ïîñëåäíèå ãîäû îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ p-ãàðìîíè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [94], çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà
è êâàçèðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé [15], [94], òàêæå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è ðåãóëÿðíûõ [11]
è íåðåãóëÿðíûõ p-ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. íåäàâíèé
îáçîð â [93]).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâîéñòâà p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé

2.1. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåðû p-ìèíèìàëüíûõ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé âðàùåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Π - ãèïåðïëîñêîñòü â Rn+1, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùàÿ p-
ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü M â òî÷êåm0. Ïóñòü Σ - ãèïåðïîâåðõíîñòü â M , ïîëó÷àåìàÿ
ñå÷åíèåì M ãèïåðïëîñêîñòüþ Π. Ïî òåîðåìå Ñàðäà Σ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðà-
çèåì â îêðåñòíîñòè m0. Ââåäåì âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè Y ê Σ, 〈Y, ν〉 > 0,
è ÷åðåç AM è AΣ îáîçíà÷èì ãîìîìîðôèçìû Âåéíãàðòåíà ïîâåðõíîñòåé M è Σ â òî÷êå
m0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 5.1. Â óêàçàííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ âûïîëíåíî

AΣ =
1

|eT (m0)|
(AM )Σ,

ãäå ( )Σ îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ - åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð eT/|eT |. Òîãäà, â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè Σ, íîðìàëü Y äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå
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(56) Y = ν cosψ − τ sinψ,

ãäå ψ = ψ(m) - ãëàäêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êèm0 ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ óãëó ìåæäó âåêòîðàìè
e è τ . Äèôôåðåíöèðóÿ (56) âäîëü ïðîèçâîëüíîãî êàñàòåëüíîãî ê Σ âåêòîðà X, áóäåì
èìåòü

(DXY )Σ = (−ν sinψ∇Xψ − τ cosψ∇Xψ)Σ + (cosψDXν − sinψDXτ)Σ ,

oòêóäà, ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ν è τ ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó TmΣ è îïðåäå-
ëåíèå ãîìîìîðôèçìîâ Âåéíãàðòåíà ïîâåðõíîñòåé M è Σ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

(57) AΣ(X) = cosψ(AMX)Σ + sinψ(DXτ)Σ.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èìååì

(DXτ)Σ = DXτ − τ〈τ,DXτ〉 − ν〈ν,DXτ〉 =

= DXτ + ν〈τ,DXν〉 = DXτ − ν〈AMX, τ〉
â ñèëó ðàâåíñòâà 2〈τ,DXτ〉 = DX〈τ, τ〉 = 0. Èç (53) âûòåêàåò

DXτ =
|eT |DXe

T − eTDX |eT |
|eT |2

=
〈e, ν〉
|eT |

AM (X)− τ

|eT |
〈e, ν〉〈AM τ,X〉,

è, ïîäñòàâëÿÿ â (57), ïîëó÷àåì

AΣ(X) = sinψ [tgψ(AMX − τ〈AM τ,X〉)− ν〈AM τ,X〉] +

+ cosψ(AMX)Σ =
1

cosψ
(AMX)Σ.

Ëåììà äîêàçàíà.

ut

Ñëåäñòâèå 5.2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû ñðåäíÿÿ êðèâèçíà h p-ìèíèìàëüíîé
ïîâåðõíîñòè M è ñðåäíÿÿ êðèâèçíà hΣ ñå÷åíèÿ Σ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(58) hΣ = −p− 1

cosψ
ke =

p− 1

p− 2

h

cosψ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E1, E2, . . . , En−1, τ - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà Tm0M . Òîãäà

hΣ =
n−1∑
i=1

〈AΣEi, Ei〉 =
n−1∑
i=1

〈(AMEi)
Σ, Ei〉

1

cosψ
=

=
1

cosψ

n−1∑
i=1

〈AMEi, Ei〉 =
1

cosψ
(trAM − 〈AM τ, τ〉),
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÷òî äîêàçûâàåò (58).

ut

2.2. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì xn+1 = f(ρ), ãäå ρ2 =
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n. Âûáåðåì âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè ν òàêèì îáðàçîì, ÷òî êðèâèçíà kν
ïîâåðõíîñòè M â íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà τ , ñîîòâåòñòâóþùåãî íàèáîëüøåìó
ðîñòó êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè xn+1, èìååò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå:

(59) kν = −f ′′(ρ)(1 + f ′2(ρ))−3/2.

Òîãäà äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû h(ρ) ïîâåðõíîñòè M áóäåì èìåòü

(60) h(ρ) = − 1

ρn−1

d

dρ

(
f ′(ρ)ρn−1√
1 + f ′2(ρ)

)
,

è, ïîñëå îáúåäèíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (59) è (60), ïîëó÷èì

(p− 2)f ′′(ρ)

(1 + f ′2(ρ))3/2
+

1

ρn−1

d

dρ

(
f ′(ρ)ρn−1√
1 + f ′2(ρ)

)
= 0.

Îáîçíà÷èì

β =
n− 1

p− 1
,

òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå, óäîáíîì äëÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ:

df ′(ρ)

f ′(ρ)(1 + f ′2(ρ))
= −βdρ

ρ
.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ, äëÿ ëþáûõ ρ2 > ρ1 > 0 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
f(ρ) èìååì

f ′(ρ2)√
1 + f ′2(ρ2)

=

(
ρ1

ρ2

)β
f ′(ρ1)√

1 + f ′2(ρ1)
.

Áóäåì íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü f(ρ) âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé. Òîãäà, â ñèëó
îãðàíè÷åííîñòè

0 ≤ f ′(ρ)√
1 + f ′2(ρ)

< 1,

ñóùåñòâóåò ρ0 > 0 òàêîå, ÷òî

lim
ρ→ρ0+0

f ′(ρ) = +∞,

è îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä
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f(ρ) =

∫ ρ

ρ0

[
(t/ρ0)2β − 1

]−1/2
dt.

Ââîäÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà

Φβ(t) ≡
∫ t

1

(τ 2β − 1)−1/2dτ, c(β) ≡ Φβ(+∞),

ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå p-ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â ÿâíîì âèäå

(61) xn+1 = ρ0Φβ(
1

ρ0

√
x2

1 + . . . x2
n).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âèä ïðîôèëüíîé ôóíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò îòíîøåíèÿ β è
èìååò òðè êà÷åñòâåííûõ òèïà ïîâåäåíèÿ êîîðäèíàòû xn+1.

Ñëó÷àé 1. (oãðàíè÷åííûé òèï): β > 1, èëè n > p > 1.

Âèäíî, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü ðàñïîëîæåíà â ñëîå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ãè-
ïåðïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè e = en+1:

xn+1(ρ) = ρ0c(β)− ρ0

β − 1

(
ρ0

ρ

)β−1

+ o(ρβ−1),

ïðè ρ→ +∞ è ïðîåêöèÿ M íà ãèïåðïëîñêîñòü xn+1 = 0 âûïóñêàåò øàð ðàäèóñà R = 1.

Ñëó÷àé 2. (ëîãàðèôìè÷åñêèé òèï): β = 1, èëè p = n.

Äëÿ ôóíêöèè âûñîòû ïîâåðõíîñòè èìååì ïðîôèëüíóþ êðèâóþ, â òî÷íîñòè ñîâïàäà-
þùóþ ñ öåïíîé ëèíèåé

xn+1(ρ) = ρ0arch

(
ρ

ρ0

)
= ρ0 ln(ρ/ρ0) + o(1),

ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåíîèäó â ñëó÷àå ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñëó÷àé 3. (ñòåïåííîé òèï): 0 < β < 1, èëè p > n.

Ýòîò ñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, òàê êàê ïîâå-
äåíèå ôóíêöèè âûñîòû ïîä÷èíåíî ñòåïåííîìó çàêîíó

xn+1(ρ) =
ρβ0

1− β
ρ1−β + o(ρ1−β).

2.3. Èçâåñòíîé ïðîáëåìîé â òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
Ý. Êàëàáè [28] î ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíûõ ïîëíûõ ïîâåðõíîñòåé íóëåâîé ñðåäíåé
êðèâèçíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå R3

+. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Â.Ì. Ìèêëþêîâà è àâòîðà [46]
äîêàçàíî, ÷òî, ïðè îãðàíè÷åíèè íà ðîñò êðàòíîñòè ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè íà ïëîñêîñòü
x3 = 0, åäèíñòâåííûìè ñîáñòâåííî ïîãðóæåííûìè ìèíèìàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ðàñ-
ïîëîæåííûìè â îáëàñòè R3 ñ ãðàíèöåé, ñîâïàäàþùåé ñ ÷àñòüþ êàòåíîèäà, ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåäàâíî Ìèèêñ è Õîôôìàí [97] ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü
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ïîñëåäíåé òåîðåìû â êëàññå ñîáñòâåííî ïîãðóæåííûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, åñëè
òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàñïîëîæåíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìûÌèèêñà è Õîôô-
ìàíà íà ñëó÷àé n-ìåðíûõ p-ìèíèìàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ n-ìåðíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ (îò-
íîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà en+1) ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ ïàðàìåò-
ðîì p ≥ n. Åñëè M ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ ãðàíèöåé xn+1 = c, òîãäà M �
ïëîñêîñòü.

Çàìå÷àíèå 5.2. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû (ñëó÷àé 1) èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, îãðà-

íè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p â ñôîðìóëèðîâàííîì óòâåðæäåíèè ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M îòëè÷íà îò ãèïåðïëîñêîñòè. Íå îãðàíè÷è-
âàÿ îáùíîñòè, ìîæíî òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü M ñîäåðæèòñÿ â ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå xn+1 ≥ 0 è íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ïîëóïðîñòðàíñòâå xn+1 ≥ ε > 0.
Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ïðèíöèïà ìèíèìóìà äëÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè
f(m) = 〈en+1, x(m)〉, ïîâåðõíîñòü M íå ìîæåò èìåòü òî÷åê m ñ êîîðäèíàòîé f(m) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, M ñîäåðæèòñÿ â ñòðîãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå xn+1 > 0.

Ïóñòü c > 0, r =
√
x2

1 + . . . x2
n. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâî p-ìèíèìàëüíûõ

ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ Oc

xn+1 = −Φβ

(
1
r

)
, r > c,

èìåþùèõ êîìïàêòíûé êðàé â ãèïåðïëîñêîñòè Π = {xn+1 = 0}, ñîâïàäàþùèé ñî ñôå-
ðîé r = c. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî b ïîâåðõíîñòü Oc(b) ïîëó÷åíà èç Oc

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà en+1 íà b.

Ïóñòü c = 1. Òîãäà íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå β > 0 òàêîå, ÷òî ïîâåðõíîñòè M
è O1(β) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî íå òàê, òî, èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííîñòü
ïîãðóæåíèÿ è êîìïàêòíîñòü êðàÿ ∂O1(β), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü M è
ãèïåðïëîñêîñòü Π èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïóñòü ξ ∈ M ∩ Π. Òîãäà â òî÷êå ξ
êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ f(m) = 〈en+1, x(m)〉 èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ÷òî ñíîâà ïðî-
òèâîðå÷èò ïðèíöèïó ìèíèìóìà äëÿ ôóíêöèè f(m).

Ââåäåì

γ = inf
{
c > 0 : Oc(β) ∩M = ∅

}
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ = 0. Òîãäà èç ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòåé Oc(β) ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî M ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå xn+1 ≥ β. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå
ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, 1 > γ > 0. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü O = Oγ(β). Â ñèëó óñëîâèÿ p ≥ n
è ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîâåðõíîñòü O íå îãðàíè÷åíà â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû xn+1. Áîëåå òîãî, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè O, ðàñïîëîæåííàÿ (êàê
ãðàôèê) íàä âíåøíîñòüþ ìíîæåñòâà

{x ∈ Rn+1 : xn+1 = β, r ≤ r0},



2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ p-ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ 119

ëåæèò íèæå ãèïåðïëîñêîñòè Π è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ M .
Òàê êàê îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîìïàêòíà è åå êðàé

∂O = {x ∈ Rn+1 : xn+1 = β, r = c} ⊂ {x ∈ Rn+1 : xn+1 = β, r ≤ 1},

òî ïåðåñå÷åíèå M è O âîçìîæíî ëèøü âî âíóòðåííåé òî÷êå ïîâåðõíîñòè O. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî M íàõîäèòñÿ âñþäó âûøå ïîâåðõíîñòè O è â íåêîòîðîé òî÷êå åå êàñàåòñÿ.
Â ñèëó ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, O è M ñîâïàäàþò,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îãðàíè÷åííîñòè M â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè
en+1. Òàêèì îáðàçîì, O íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ M .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ γ íàéäåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck,
ck → γ òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è O = Ock(β) èìåþò îáùèå òî÷êè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç mk îäíó èç òàêèõ òî÷åê äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
mk ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî åå ïðåäåë m, â ñèëó ñîáñòâåííîñòè
ïîãðóæåíèÿ, íåîáõîäèìî ëåæèò â M . Íî òîãäà m ëåæèò è íà ïîâåðõíîñòè O, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ïóñòîòå ïåðåñå÷åíèÿ O è M . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü mk ðàñõîäèòñÿ â
Rn+1, |mk| → ∞. Â ñèëó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k èìååì íåðàâåíñòâî ck ≥ c1, îòêó-
äà (â ñèëó ñâîéñòâà íåîãðàíè÷åííîñòè ïîâåðõíîñòåé Oc â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè
êîîðäèíàòû xn+1) âûòåêàåò, ÷òî f(mk)→ −∞. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî f(m) ≥ 0 íà ïîâåðõíîñòè M . Òåîðåìà äîêàçàíà.

ut

2.4. Ïðèâîäèìîå â äàííîì ïóíêòå óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê ñîáñòâåííî p-ìèíèìàëüíûì
ïîâåðõíîñòÿì, p 6= 2 è íå èìååò àíàëîãà â òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ êàê ãðàôèê C2-
ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé â îáëàñòè G ⊂ Rn. Ïóñòü x0 ∈ G � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

f(x) (∇ f(x0) = 0). Òîãäà ãåññèàí ∇ 2
f âûðîæäåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, x0 � òî÷êà óïëî-

ùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû ïåðåïèøåì (55) â ôîðìå,
áîëåå óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ. Çàïèøåì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû H(m) è îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ∆ ñî-
îòâåòñòâåííî:

H(m) =
1

g3/2

n∑
i,j=1

(gδij −∇ if∇ jf)∇ 2

ijf,

(62) ∆u =
1
√
g

n∑
i,j=1

∇ i(g
ij√g∇ ju),

ãäå ∇ i îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà ei, gij �
ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó gij = δij +∇ if∇ jf è g = det ‖gij‖.

Òàêèì îáðàçîì, èç (51) è (54) ïîëó÷àåì
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(63) g|∇ f |2 tr∇ 2
f +

n∑
l,s=1

(p− 2− |∇ f |2)∇ lf∇ sf∇
2

lsf = 0,

Çäåñü ∇ 2
f � ãåññèàí ôóíêöèè f(x) è ñëåä tr∇ 2

f ðàâåí îáû÷íîìó îïåðàòîðó Ëàïëàñà
â Rn. Ïóñòü aij = ∇ 2

ij(x0) è A = ||aij||. Òîãäà, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùåå ε > 0, äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà y ∈ Rn òàêîãî, ÷òî |y| < ε, èìååì:

∇ kf(x0 + y) =
n∑
i=1

akiyi + o(|y|),

è

|∇ f(x0 + y)|2 = O(|y|2).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (63), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

n∑
k,l,s=1

n∑
i,j=1

(akiakjtrA+ (p− 2)aliasjals)yiyj = o(|y|2).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
y ∈ Rn, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â ìàòðè÷íîé ôîðìå

(64) A2(I trA+ (p− 2)A) = 0,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ãåññèàíà A, ìîæíî âûáðàòü îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A, â
êîòîðîì A ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé: λiδij. Òàêèì îáðàçîì, èç (64) äëÿ i : 1 ≤ i ≤ n
èìååì

λi

(
λi(p− 2) + trA

)
= 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ëþáîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λi äîëæíî
áûòü ðàâíî −(p− 2)−1trA.

Ïóñòü λ1, . . . , λk � ñóòü âñå òàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïîëó-
÷èì

(65) trA =
k∑
i=1

λi = − k

p− 2
trA.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, trA = kλ1 6= 0. Òîãäà èç (65) ñëåäóåò ðàâåíñòâî p = 2 − k, ãäå
k ≥ 1, k ∈ N. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ òîãî, ÷òî p > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå λi íóëåâûå, è, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ãåññèàíà, A = 0.

ut
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3. Êâàçèêîíôîðìíîñòü ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ

3.1. Îáîçíà÷èì äëÿ äàííîé ïîâåðõíîñòè M â R3 ÷åðåç γ(m) : M → S2 åå ãàóññîâî
îòîáðàæåíèå, îòíîñÿùåå êàæäîé òî÷êå m ïîâåðõíîñòè òî÷êó γ(m) íà åäèíè÷íîé ñôåðå,
ðàâíóþ íîðìàëüíîìó âåêòîðó â m. Êëàññè÷åñêèì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîñòü
ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ìû îáîáùàåì äàííîå ñâîéñòâî
íà p-ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 5.2. Îòáðàæåíèå F : M1 →M2 äâóõ äâóìåðíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

M1 è M2 íàçûâàåòñÿ êâàçèêîíôîðìíûì [2], [15], åñëè åãî ÿêîáèàí det dxF íå ìåíÿåò
çíàêà íà M1 è äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈M1 âûïîëíåíî

(66) max |dxF (E)| ≤ Km min |dxF (E)|,
ãäå min è max áåðóòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà TxM1. ×èñëî K = maxm∈M1 Km íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êâàçè-
êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ F .

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3. Òîãäà
ãàóññîâî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ K(p)-êâàçèêîíôîðìíûì, ãäå

(67) K(p) = max{p− 1; 1/(p− 1)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ãîìîìîðôèçì Âåéíãàðòåíà ïîâåðõíîñòè M è dγm � äèô-
ôåðåíöèàë ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå m. Êàê ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ, A = −dγm.
Êâàçèêîíôîðìíîñòü γ áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî êîýôôèöèåíò èñêàæåíèÿ
(66) îòîáðàæåíèÿ A ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí íà M .

Çàôèêñèðóåì òî÷êó m ∈ M è ðàññìîòðèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ E1, E2 êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TmM , êîòîðûé äèàãîíàëèçèðóåò A (íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì). Èìååì

A(Ei) = λiEi.

Çäåñü λ1, λ2 � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòèM âm. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |eT (m)| 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |eT (m)| = 0, òî, â ñèëó ëåììû 5.2,
îòîáðàæåíèå A ≡ 0 è óñëîâèå (66) òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ.

Îáîçíà÷èì τ = eT/|eT |. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî óãëà ψ ∈ [0; 2π] âûïîëíåíî

τ = E1 cosψ + E2 sinψ,

è, ïî òåîðåìå Ìåíüå,

〈Aτ, τ〉 = λ1 cos2 ψ + λ2 sin2 ψ = − 1

p− 2
(λ1 + λ2).

Òàêèì îáðàçîì,
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λ1 = −λ2
1 + (p− 2) sin2 ψ

1 + (p− 2) cos2 ψ
.

Êàê íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà, ÿêîáèàí det(dmγ) = λ1λ2

äîëæåí áûòü îòðèöàòåëåí. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôàêòû òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì,
ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò èñêàæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ A, à âìåñòå ñ íèì è γ, â òî÷êå m:

Km = max
ψ
{q; 1

q
}, q =

1 + (p− 2) sin2 ψ

1 + (p− 2) cos2 ψ
.

Íàõîäÿ ìàêñèìóì ïî âñåâîçìîæíûì ψ, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.

ut

Ë. Ñàéìîí â [65] óñòàíîâèë, ÷òî ëþáàÿ öåëàÿ äâóìåðíàÿ çàäàííàÿ íåïàðàìåòðè-
÷åñêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòü ñ êâàçèêîíôîðìíûì ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîñòüþ. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âåðñèþ òåîðåìû
Áåðíøòåéíà.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü M � öåëûé (çàäàííûé íàä âñåì R2) p-ìèíèìàëüíûé ãðà-
ôèê â R3. Òîãäà M � ïëîñêîñòü.

4. Òðóá÷àòûå p-ìèíèìàëüíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè

4.1. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ ãëàâû 1. Íàïîì-
íèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [12], [47], [31] ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ n-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ
òðóá÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

(68) ρ(τ)ρ′′(τ) ≥ (n− 1)(1 + ρ′(τ)2),

êîòîðîå èìååò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè ìèíèìàëüíûõ òðóáîê. Êàê ñëåäñòâèå,
êàæäàÿ ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà ïðè n ≥ 3 îáÿçàòåëüíî èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ, òî åñòü ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì ïàðàëëåëüíîì ñëîå.

Íèæå ìû îáîáùàåì ñâîéñòâî (68) ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì. Âî-ïåðâûõ, äàííîå íåðà-
âåíñòâî â ïîäõîäÿùåé ôîðìå ñïðàâåäëèâî äëÿ p-ìèíèìàëüíûõ òðóáîê. Âî-âòîðûõ, åñëè
â (68) ó÷àñòâóåò ôóíêöèÿ ρ(τ), èçìåðÿþùàÿ îòêëîíåíèå òðóáêè îò ôèêñèðîâàííîé îñè,
òî óñòàíàâëèâàåìîå íàìè íåðàâåíñòâî äàåò îöåíêó äëÿ ðàäèóñîâ øàðîâ, îïèñàííûõ îêî-
ëî ñå÷åíèé òðóáêè. Îòëè÷èå îñîáåííî çàìåòíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü
èìååò íåçíà÷èòåëüíûå ðàçìåðû ñàìèõ ñå÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ îòêëîíåíèåì îò îñè
òðóáêè.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü V � íåêîòîðîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rn è W
� êîìïàêò òàêîé, ÷òî W \ V 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé øàð B ⊂ Rn, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî

(69) W ⊂ B

è

(70) ∂B ∩ (W \ V ) 6= ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ f(x) = dist(x, V ) íåïðåðûâíà íà âñåì Rn. Êàê
ñëåäóåò èç óñëîâèé ëåììû, ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà W â íåêîòî-
ðîé òî÷êå a ∈ W è d = f(a) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó âûïóêëîñòè V íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà b ∈ ∂V òàêàÿ, ÷òî f(a) = ‖b− a‖.

Âûáåðåì íîâóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó â Rn ñ íà÷àëîì â òî÷êå a òàêóþ, ÷òî ïåðâûé
êîîðäèíàòíûé âåêòîð èìååò âèä

e1 =
b− a
d

,

à îñòàëüíûå e2, . . . , en îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âìåñòå ñ e1. Òîãäà ãèïåð-
ïëîñêîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì x1 = d, ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê V â a. Èç íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì òî, ÷òîW ñîñòîèò èç ïîëóïðîñòðàíñòâà {x1 ≥ 0} è V â {x1 ≥ d}.

Äëÿ äàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ h è R çàôèêñèðóåì îòêðûòûé øàð

B(R, h) = {x ∈ Rn : (x1 +R)2 + x2
2 + . . . x2

n < (R + h)2}.
Â ñèëó íàøåãî âûáîðà è êîìïàêòíîñòè V , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàé-
äåòñÿ R > 0 òàêîå, ÷òî V ñîäåðæèòñÿ â øàðå B(R, ε).

Ïóñòü ε = d/2 è R0 � ñîîòâåòñòâóþùèé ðàäèóñ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ d ïîëó÷àåì,
÷òî a 6∈ B(R0, d/2), â òî âðåìÿ êàê á�îëüøèé øàð B(R0, 3d/2) ñîäåðæèò V âìåñòå ñ W .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ0 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ δ ∈ (0; d), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

W ⊂ B(R0, d/2 + δ).

Òîãäà a ∈ ∂B, ãäå B = B(R0, d/2 + δ0) è V ∩B = ∅.
ut

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà.

Ñëåäñòâèå 5.4. Ïóñòü M = (M,x) � ïîãðóæåííàÿ êîìïàêòíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü â Rn+1 ñ íåïóñòûì êðàåì ∂M . Òîãäà

(71) conv x(∂M) = conv x(M),

ãäå conv E � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω = conv x(∂M) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî
(71) íå âåðíî. Òîãäà x(M)\Ω 6= ∅ è ïî ëåììå 5.3 íàéäåòñÿ çàìêíóòûé øàð B òàêîé, ÷òî
x(M) ⊂ B è ñóùåñòâóåò òî÷êà m ∈ int M , x(m) ∈ ∂B. Âûáåðåì îêðåñòíîñòü O òî÷êè m,
äëÿ êîòîðîé îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ x íà O ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Äàëüíåéøèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð è ìîæíî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî M = x(O).
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Â ñèëó âûáîðà B, êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê M è ∂B â x(m) ñîâïàäàþò. Áîëåå
òîãî, M ⊂ B è, â ñèëó ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ êðèâèçí ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé,
ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(72) λi ≥
1

R
,

ãäå λi � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè M â m ïî îòíîøåíèþ âíóòðåííåé åäèíè÷íîé
íîðìàëè ∂B è R åñòü ðàäèóñ øàðà B.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê òîæäåñòâó (55). Ïî îïðåäåëåíèþ ke(m) íàéäåòñÿ íàáîð ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë αi ≤ 1 òàêîé, ÷òî

n∑
i=1

αi = 1

è

ke(m) =
n∑
i=1

αiλi.

Êàê ñëåäóåò èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå èç (72) è (55),

0 =
n∑
i=1

λi(1 + (p− 2)αi) ≥
n+ p− 2

R
> 0.

Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñëåäñòâèþ 5.4.

ut

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð ïî Ìèíêîâñêîìó,
êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ìíîãîîáðàçèè âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ Rn. Èìåííî, åñëè äàíû
äâà òàêèõ ìíîæåñòâà A,B ⊂ Rn, òî A ⊕ B è λA îçíà÷àþò ìíîæåñòâà {x = a + b : a ∈
A, b ∈ B} è {x = λa : a ∈ A} ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ {Ω(τ) : τ ∈ [α, β]} íàçûâàåòñÿ [38]
âûïóêëûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ τ1 < τ2 èç îòðåçêà [α; β] è íåîòðèöàòåëüíîãî t ≤ 1
âûïîëíåíî

Ω (τ1t+ τ2(1− t)) ⊂ tΩ(τ1)⊕ tΩ(τ2).

Ïóñòü M � n-ìåðíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà â Rn+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(τ) ïðîåê-
öèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè ñå÷åíèÿ Σ(τ) íà ãèïåðïëîñêîñòü Π0 = {xn+1 = 0}. Òîãäà

conv Σ(τ) = τen+1 ⊕ Ω(τ).

Òåîðåìà 5.3. Ñåìåéñòâî {Ω(τ) : τ ∈ τ(M )} âûïóêëîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì τ1 < τ2 èç èíòåðâàëà τ(M ) è íåêîòîðîå t ∈ [0; 1]. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç H ñëîé {x : xn+1 ∈ (τ1; τ2)} è M ′ = x−1(H ∩ x(M)). Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 5.4
ïîëó÷àåì
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V ≡ conv (Σ(τ1) ∪ Σ(τ2)) = conv x(M ′).

Ïóñòü τ0 = tτ1 + tτ2. Òîãäà Σ(τ0) ⊂ V è, ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè,
conv Σ(τ0) ⊂ V .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó z ∈ Ω(τ0). Òîãäà y = z + τ0en+1 ∈ Π(τ0) ∩ V è íàéäóòñÿ
yi ∈ conv Σ(τi) è λ ∈ [0; 1] òàêèå, ÷òî

(73) y = λy1 + λy2.

Èç ðàçëîæåíèÿ yi = zi + τien+1 äëÿ íåêîòîðîãî zi ∈ Ω(τi) è (73) ïîëó÷àåì

z = λz1 + λz2, τ0 = λτ1 + λτ2.

Òàêèì îáðàçîì, λ = t è z ∈ tΩ(τ1)⊕ tΩ(τ2), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ut

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(τ) ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî îêîëî ñå÷åíèÿ Σ(τ).

Ñëåäñòâèå 5.5. Ôóíêöèÿ R(τ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(τ) ïðîåêöèþ øàðà, îïèñàííîãî îêîëî Σ(τ) íà
ãèïåðïëîñêîñòü Π0. Òîãäà, â ñèëó âûïóêëîñòè B(τ), èìååì B(τ) ⊃ Ω(τ). Ïî òåîðåìå 5.3
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0; 1] ïîëó÷èì

Ω(τ0) ⊂ tΩ(τ1)⊕ tΩ(τ2) ⊂ tB(τ1)⊕ tB(τ2) = B0,

ãäå τ0 = τ1t + τ2(1 − t). Ïî îïðåäåëåíèþ R(τ0) ≤ R0, ãäå R0 � ðàäèóñ B0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, R0 = tR(τ1) + tR(τ2). Ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

R(τ1t+ τ2(1− t)) ≤ R(τ1) + tR(τ2).

ut

4.2. Èçó÷èì ñòðóêòóðó Σ(τ) áîëåå ïîäðîáíî. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ áîëåå òîíêàÿ
èíôîðìàöèÿ íå òîëüêî î ðàäèóñå R(τ), íî òàêæå è î êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðîâ
øàðîâ B(τ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ(τ) öåíòð B(τ). Íàïîìíèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå
èçâåñòâíîå ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî øàðîâ B(τ) (ñì., íàïðèìåð, [38], òåîðåìà 7.5).

Ëåììà 5.4. Ïóñòü E � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn è B(E) � îïèñàííûé îêîëî
E øàð ñ öåíòðîì ξ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà y ∈ Rn íàéäåòñÿ òî÷êà
b ∈ ∂E ∩ ∂B(E) òàêàÿ, ÷òî

(74) 〈b− ξ, y〉 ≥ 0.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

σ(E) = min
y∈Sn−1

max
b∈∂B∩E

〈b− ξ, y〉
R

,

ãäå ÷åðåç B, R è ξ îáîçíà÷åíû øàð, îïèñàííûé îêîëî E, åãî ðàäèóñ è öåíòð ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàê ñëåäóåò èç (74), 0 ≤ σ(E) ≤ 1. Áîëåå òîãî, σ(E) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå ãðàíè÷íîé ñôåðû S = ∂B ñ ìíîæåñòâîì E ëåæèò â íåêîòîðîé
ýêâàòîðèàëüíîé ãèïåðñôåðå èç S.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ òðóá÷àòàÿ ïîãðóæåííàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü â Rn+1 òàêàÿ, ÷òî

(75) σ(Σ(τ)) ≥ ε > 0, ∀τ ∈ τ(M ).

Òîãäà ξ(τ) ÿâëÿåòñÿ δ-âûïóêëîé êðèâîé ïî ïåðåìåííîé τ . Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ
êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ξk(τ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

ξk(τ) = ϕk(τ)− ψk(τ),

ãäå ϕk(τ), ψk(τ) � âûïóêëûå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì τ1, τ2 èç τ(M ) è t ∈ [0; 1]. Ïóñòü B(τi) = Bi(ξ(τi), Ri) �
ñîîòâåòñòâóþùèå øàðû, îïèñàííûé îêîëî Σ(τi). Êàê è âûøå, äëÿ τ0 = tτ1 + tτ2 èìååì

Ω(τ0) ⊂ tB(τ1)⊕ tB(τ2).

Â ñèëó ëåììû 5.4, íàéäåòñÿ y ∈ ∂B(τ0) ∩ Σ(τ0) òàêîé, ÷òî

〈y − ξ(τ0), ξ(τ0)− ξ0〉 ≥ ε|y − ξ(τ0)| · |ξ(τ0)− ξ0|,
ãäå ξ0 = tξ(τ1) + tξ(τ2). Òàêèì îáðàçîì,

|y − ξ0|2 =
∣∣(y − ξ(τ0)) + (ξ(τ0)− ξ0)

∣∣2 ≥
≥ |y − ξ(τ0)|2 + |ξ(τ0)− ξ0|2 + 2ε|y − ξ(τ0)| · |ξ(τ0)− ξ0|,

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî |y − ξ(τ0)| = R(τ0) è |y − ξ0| ≤ R0, ïîëó÷àåì

|ξ(τ0)− ξ0|2 + 2ε|y − ξ(τ0)| · |ξ(τ0)− ξ0|+ (R2(τ0)−R2
0) ≤ 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(76) |ξ(τ0)− ξ0| ≤
R2

0 −R2(τ0)

R(τ0)ε+
√
R2

0 −R2(τ0)(1− ε2)
.

Ïî ñëåäñòâèþ 5.5 èìååì íåðàâåíñòâî R0 ≥ R(τ0). Â ñèëó (76) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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(77) |ξ(τ0)− ξ0| ≤
R2

0 −R2(τ0)

ε(R(τ0) +R0)
=

1

ε
(R0 −R(τ0)).

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ ξk(τ) = 〈ξ(τ), ek〉. Òîãäà (77) âëå÷åò

tξk(τ1) + tξk(τ2)− ξk(τ0) ≤ 1

ε

(
tR(τ1) + tR(τ2)−R(τ0)

)
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò òî, ÷òî ðàçíîñòü ψ(τ) = ε−1R(τ) − ξk(τ) ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, èç ñëåäñòâèÿ 5.5 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå
ξk(τ) ÷åðåç ðàçíîñòü äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé

ξk(τ) =
1

ε
R(τ)− ψ(τ).

Ëåììà äîêàçàíà.

ut

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ òðóáêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (75)
è β = (n−1)/(p−1). Òîãäà R(τ) è ξ(τ) óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

(78) R(τ)R′′(τ) ≥ β(1 +R′(τ)2) + |ξ′(τ)|2 min{β; 1}

ïî÷òè âñþäó â τ(M ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè âñþäó åå âòîðîãî
äèôôåðåíöèàëà (ñì., íàïðèìåð, [38] èëè [15], òåîðåìà 5.3). Êàê âèäíî èç ñëåäñòâèÿ 5.5
è òåîðåìû 5.4, ôóíêöèè R(τ) è ξk(τ) èìåþò âòîðûå äèôôåðåíöèàëû ïî÷òè âñþäó íà
τ(M ). Ïóñòü τ ′(M ) � ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû, ãäå îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò âòîðûå
äèôôåðåíöèàëû îò R(τ) è ξk(τ), 1 ≤ k ≤ n+ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn−1 åäèíè÷íóþ ñôåðó â Π0 ∼ Rn, ñíàáæåííóþ ñòàíäàðòíîé ìåò-
ðèêîé. Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü M0, çàäàâàåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(θ, τ) = ξ(τ) +R(τ)θ + τen+1 : Sn−1 ×R → Rn+1,

ãäå θ ∈ Sn−1. Â [74] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè êðèâèçíà ke,M0 â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà e âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(79) ke,M0(θ, τ) =
ω3

R(τ)

[
R(τ)R′′(τ) +R(τ)〈ξ′′(τ), θ〉+ 〈ξ′(τ), θ〉2 − |ξ′|2

]
,

ãäå

ω2 = 〈νm, e〉2 =
1

1 +

(
R′(τ) + 〈θ, ξ′(τ)〉

)2 .
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Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé R(τ) è ξ(τ), ïîâåðõíîñòü M ñîäåðæèòñÿ âíóòðè M0 â òîì
ñìûñëå, ÷òî Σ(τ) � ïîäìíîæåñòâî Π(τ) ∩M0 äëÿ ëþáîãî τ ∈ τ(M ).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíî τ ∈ τ ′(M ) è E = Ω(τ) ∩ ∂B(τ). Ïîâåðõíîñòè M è M0

èìåþò îáùóþ âíåøíþþ íîðìàëü νm â m = y ⊕ τen+1 äëÿ êàæäîãî y ∈ E (ïîä âíåø-
íåé íîðìàëüþ ìû ïîíèìàåì íîðìàëü, íàïðàâëåííóþ âî âíåøíîñòü B(τ)). Ïóñòü O �
îêðåñòíîñòü òî÷êè m, ãäå x(·) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè M0

ñëåäóåò, ÷òî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå νm ∧ en+1 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(τ) è γ0(τ) ñå÷åíèÿ
x(M) è M0 äâóìåðíîé ïëîñêîñòüþ, íàòÿíóòîé íà νm è en+1. Òîãäà, â ñèëó ïðèíöèïà
ñðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé,

ke,M (m) ≤ ke,M0(m).

Ïóñòü h(m) è h0(m) � ñðåäíèå êðèâèçíû â òî÷êå m ñå÷åíèé Σ(τ) è Π(τ) ∩M0 =
ξ(τ)⊕τen+1⊕B(τ) ïî îòíîøåíèþ ê èõ îáùåé âíåøíåé íîðìàëè. Â ñèëó ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

h(m) ≤ h0(m) ≡ −n− 1

R(τ)
,

è, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ (58),

−p− 1

ω
ke(m) ≤ −n− 1

R(τ)
.

Èç (79) ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

(80) R(τ)R′′(τ)− β(1 +R′(τ)2) ≥ (β − 1)〈ξ′(τ), θ〉2 + |ξ′|2 + 〈θ, y〉,
ãäå y = 2βR′(τ)ξ′(τ)−R(τξ′′(τ)). Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 5.4 äëÿ âåêòîðà y ñóùåñòâóåò
b ∈ E òàêîé, ÷òî 〈b− ξ(τ), y〉 ≥ 0. Ïóñòü

θ0 =
b− ξ(τ)

R(τ)
,

òîãäà èç (80) ñëåäóåò

R(τ)R′′(τ)− β(1 +R′(τ)2) ≥ (β − 1)〈ξ′(τ), θ0〉2 + |ξ′(τ)|2 ≥ |ξ′(τ)|2 min{β; 1}.
Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

ut

Çàìåòèì, ÷òî δ-âûïóêëûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó W
2

1,loc(τ(M )). Òàêèì îá-
ðàçîì, îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ìåðàìè (ñì. [15], ÷àñòü 2,
� 4.10). Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü íåðàâåíñòâî (78) ñïîñîáîì, èçëîæåí-
íûì â ðàáîòå [12]. Ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.6. Ïóñòü M � p-ìèíèìàëüíàÿ ïîãðóæåííàÿ òðóá÷àòàÿ ãèïåðïî-
âåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî dimM = n > p > 1. Òîãäà M èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ |τ(M )| è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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|τ(M )| ≤ 2cβr(M ), β =
n− 1

p− 1
,

ãäå

r(M ) ≡ min
τ∈τ(M )

R(τ) > 0,

(81) cβ =

∫ +∞

0

d t

(1 + t2β)1/2
.

5. Ðàäèóñ ïðîñâåòà p-ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Â ñâîåé íåäàâíåé ðàáîòå [97] Ìèèêñ è Õîôôìàí àíîíñèðîâàëè òåîðåìó "î ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå ñîãëàñíî êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííî ïîãðóæåííîé ìèíèìàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè â R3, îòëè÷íîé îò ïëîñêîñòè è ñîäåðæàùåéñÿ â íåêîòîðîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
R3

+. Òåì íå ìåíåå, ïðè n ≥ 3 ñóùåñòâóþò ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííî ïîãðóæåííûå ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè â Rn+1, êîòîðûå ëåæàò â ñëîå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ãèïåðïëîñêî-
ñòÿìè. Áîëåå òîãî, â [12], [31] äàíû îöåíêè øèðèíû ñëîÿ ∆ â òåðìèíàõ ìèíèìàëüíîãî
ðàäèóñà øàðà r(M ), îïèñàííîãî îêîëî òàêèõ ñå÷åíèé (îïðåäåëåíèå r(M ) äàíî â 2):

(82) ∆ ≤ 2cnr(M ),

ãäå cn èç (81).

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü M � n-ìåðíàÿ ñîáñòâåííî ïîãðóæåííàÿ ñâÿçíàÿ p-ìèíèìàëüíàÿ
(îòíîñèòåëüíî âåêòîðà en+1) ãèïåðïîâåðõíîñòü, ëåæàùàÿ â ïàðàëëåëüíîì ñëîå øèðè-
íû ∆ ñ ãðàíè÷íûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðó en+1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî n > p > 1, à ïðîåêöèÿ M íà ãðàíè÷íûå ãèïåðïëîñêîñòè ñëîÿ âûïóñêàåò îòêðûòûé
øàð ðàäèóñà R. Òîãäà

(83) R ≤ ∆

2cβ
,

ãäå cβ èç (81).

Çàìå÷àíèå 5.3. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû p-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ,

ïîñòîÿííàÿ èç ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (83) íåóëó÷øàåìà.

Çàìå÷àíèå 5.4. Åñëè ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíàÿ (p = 2), òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

ãðàíè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé âåêòîðó en+1 ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Äàííóþ îöåíêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè÷åíèå íà ñóùåñòâîâàíèå "ñëèøêîì
øèðîêèõ"äûð ó ïîâåðõíîñòåé íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ìèíè-
ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ â ñëîå, ó êîòîðûõ óêàçàííàÿ âûøå ïðîåêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x : M → Rn+1 èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå n-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , ðåàëèçóþùåå äàííóþ ïîâåðõíîñòü M .

Òàê êàê êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé âêëþ÷àåò ïîâåðõíîñòè ñ ñàìîïåðåñå-
÷åíèÿìè, áóäåì ñîõðàíÿòü ðàçëè÷èå ìåæäó òî÷êîém ∈M íà ìíîãîîáðàçèè è å�å îáðàçîì
x(m) ∈M íà ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (83) íå âûïîëíÿåòñÿ:

k4 ≡ 2Rcβ/∆ > 1.

Òàê êàê óñëîâèå p-ìèíèìàëüíîñòè è íåðàâåíñòâî (83) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãîìî-
òåòèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü âåêòîðà en+1, ìîæíî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàòü, ÷òî M ðàñïîëîæåíà â ãèïåðñëîå xn+1 < ∆/2, ãäå

(84) ∆ =
2cβ
k2

< 2cβ

è ïðîåêöèÿ M íà ãèïåðïëîñêoñòü xn+1 = 0 âûïóñêàåò øàð ðàäèóñà R ≡ k2 > 1 ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(R) óêàçàíûé øàð è ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå ñïåöèàëüíóþ p-ìèíèìàëüíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ C +, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé (61) ïðè ρ0 = 1

(85) xn+1 = Φβ(
√
x2

1 + . . . x2
n), xn+1 > 0,

ñ êðàåì, ñîâïàäàþùèì ño ñôåðîé ∂B(1) â ãèïåðïëîñêîñòè xn+1 = 0. Çäåñü è äàëåå

Φβ(t) =

∫ t

1

dτ√
τ 2β − 1

.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ: ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïîâåðõíîñòè
M è N , ïîãðóæåííûå â Rn+1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî N ëåæèò ñòðîãî âûøå (íè-
æå) ïîâåðõíîñòè M , åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê m = (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ M è l =
(x1, . . . , xn, yn+1) ∈ N ñ îäèíàêîâûìè ïåðâûìè n êîîðäèíàòàìè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî yn+1 > xn+1 (yn+1 ≥ xn+1 ñîîòâåòñòâåííî).

Ïîêàæåì, ÷òî C + ëåæèò ñòðîãî âûøå M . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü íàéäåòñÿ
îáùàÿ òî÷êà â ïåðåñå÷åíèè âíóòðåííîñòè C + è M . Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ñåìåé-
ñòâî ïîâåðõíîñòåé C +(ε), ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ñäâèãà âäîëü (n + 1)-é êîîðäèíàòû
ïîâåðõíîñòè C + íà ε ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî C +(ε) ñíîâà ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè è ïðè
ε > ∆/2 íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ M .

Ðàññìîòðèì ε0 = sup{ε ≥ 0 : M ∩ C +(ε) 6= ∅}, ãäå C +(0) ≡ C +. Òîãäà, â ñèëó
ñêàçàííîãî âûøå, ε0 îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Åñëè ε0 > 0, òî ìîæíî âûáèðàòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü εk ↑ ε0. Ïóñòü mk - îáùàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòåé M è C +(εk). Îòìåòèì,
÷òî

x2
1(mk) + . . .+ x2

n(mk) = Ψβ (xn+1(mk)− εk) < Ψβ

(
∆

2

)
< +∞,
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ãäå Ψβ(t) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ (â ñìûñëå êîìïîçèöèè) ê Φβ(ρ). Òàêèì îáðàçîì, âñå
òî÷êè mk ñîäåðæàòñÿ âíóòðè îãðàíè÷åííîãî öèëèíäðà

{x ∈ Rn : |xn+1| <
∆

2
,
√
x2

1 + . . .+ x2
n < Ψβ(

∆

2
)}.

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (84), Ψβ(∆
2

) < Ψβ(cβ) = +∞.

Ïîñêîëüêó M çàäàíà ñîáñòâåííûì ïîãðóæåíèåì, íàéäåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà m0 ∈
M ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {mk}. ßñíî, ÷òî x(m0) ∈M ∩C +(ε0), è, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ε0,
ïîâåðõíîñòü C +(ε0) ëåæèò âûøå M .

Êàê â ñëó÷àå ε0 = 0, òàê è â ñëó÷àå ε0 > 0, îáùàÿ òî÷êà x(m0) ïîâåðõíîñòåé M è
C +(ε0) ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ïîâåðõíîñòè C +(ε0). Àíàëèç, ïðîâåäåííûé âûøå, îçíà-
÷àåò, ÷òî x(m0) � òî÷êà êàñàíèÿ M è C +(ε0).

Ïîâåðõíîñòü C +(ε0) çàäàíà â íåïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå êàê ãðàôèê íàä ïðîêîëî-
òîé ãèïåðïëîñêîñòüþ Rn \B(1). Òåì ñàìûì, îáùåå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tm0M ≡
Tm0C

+(ε0) ê îáåèì ïîâåðõíîñòÿì ðàñïîëîæåíî ïîä íåíóëåâûì óãëîì ê îñè êîîðäèíàòû
xn+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè m0 ∈ M íà ïîâåðõíîñòè M òàêæå
èìååò âèä ãðàôèêà íàä ãèïåðïëîñêîñòüþ xn+1, è â O ïîâåðõíîñòü C +(ε0) ðàñïîëîæå-
íà âûøå M (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè m0). Ïðèìåíÿÿ ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà [14,
ëåììà 3.4, ñòð.41] ê (n + 1)-ûì êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì ïîâåðõíîñòåé C +(ε0) è M â
îêðåñòíîñòè òî÷êèm0 (íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, çàäàííûõ
â ÿâíîé ôîðìå, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ñ íåíó-
ëåâûì óãëîì íàêëîíà α(m0) êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê âåêòîðó en+1), çàêëþ÷àåì, ÷òî â
ýòîé îêðåñòíîñòè M ≡ C +(ε0). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî M0 òî÷åê m0, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî, äîëæíî áûòü îòêðûòûì â M . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m1 �
ïðîèçâîëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ äëÿ O è îäíîâðåìåííî âíóòðåííÿÿ òî÷êà äëÿ C +(ε0), òî óãîë
α(m1) îòëè÷åí îò íóëÿ è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îêðåñòíîñòü. Ìíî-
æåñòâî M0 äîëæíî áûòü çàìêíóòûì, òàê êàê óñëîâèå ðàâåíñòâà, èç-çà íåïðåðûâíîñòè
ïîãðóæåíèÿ, ïðîäîëæàåòñÿ â ãðàíè÷íûå òî÷êè. Òîãäà, â ñèëó ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòåé,
C +(ε0) ∈ M . Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê ïî óñëîâèþ M âûïóñêàåò øàð ðàäèóñà
R, ñòðîãî ìåíüøåãî åäèíèöû.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî M ëåæèò âñþäó ñòðîãî âûøå ïîâåðõíîñòè C −:

xn+1 = −Φβ(
√
x2

1 + . . . x2
n),

Íî C ≡ C − ∪ C + - åñòü ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ è M ∩ C = ∅. Â
÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(86) |xn+1(m)| < Φβ(
√
x2

1 + . . .+ x2
n).

Ðàññìîòðèì íîâîå ñåìåéñòâî C (t) ïîâåðõíîñòåé, ïîëó÷àåìûõ ãîìîòåòèåé C ñ êîýô-
ôèöèåíòîì t ≥ 1:
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C (t) ∼ xn+1 = t · Φβ(t−1
√
x2

1 + . . .+ x2
n).

Òîãäà, ââèäó (86), êîððåêòíî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå t0 = sup{t ≥ 1 : C (t)∩M = ∅} < +∞.
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä, èçëîæåííûé âûøå, è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî C (t) ëåæèò â ñëîå
øèðèíû, ñòðîãî áîëüøåé ∆ ïðè t > 1, ìîæíî îòìåòèòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷êèm0 êàñàíèÿ
C (t0) è M . Ïðè ýòîì âñþäó íà M âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

t0 · Φβ(t−1
0

√
x2

1 + . . . x2
n) ≥ |xn+1(m)|.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü óãîë α(m0) ìåæäó îáùèì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê M è
C (t0) â òî÷êå m0 è âåêòîðîì en+1 îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà, â ñèëó âûøåñêàçàííîãî,
C (t0) ≡M . Íî øèðèíà ñëîÿ äëÿ C (t0) ñòðîãî áîëüøå ∆. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü α(m0) = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ C (t0) èìååì òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îáùàÿ òî÷êà x(m0) ∈M ∩ C (t0) ëåæèò íà òàëèè êàòåíîèäà C (t0), òî åñòü â ãèïåðïëîñ-
êîñòè xn+1 = 0.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (84), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü M̃ , ïîëó-
÷åííóþ èç M ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì âäîëü âåêòîðà en+1 òàêóþ, ÷òî îíà îñòàåòñÿ â ñëîå
|xn+1| ≤ ∆1 < cβ øèðèíû, ìåíüøåé 2cβ. Òîãäà, âîçâðàùàÿñü ê íà÷àëó äîêàçàòåëüñòâà,
ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ ïîâåðõíîñòü C (t1). Â ñèëó ãîìîòåòè÷íîñòè êàòåíîèäîâ C (t0) è
C (t1), çàêëþ÷àåì, ÷òî t1 < t0, òî åñòü ðàäèóñ òàëèè ó íîâîãî êàòåíîèäà C (t1) ñòðîãî
ìåíüøå, ÷åì ó C (t0). Çíà÷èò, îáùàÿ òî÷êà m̃ ïîâåðõíîñòåé M̃ è C (t1) íå ìîæåò ëåæàòü
íà òàëèè C (t0) è óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè α(m̃) 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ïîâåðõíîñòåé M̃ è C (t1) èìåþò ìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëó÷àÿ 1. Ïîëó÷àåìîå ïðîòèâî-
ðå÷èå îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

ut

6. Òåîðåìà Éîðãåíñîíà-Êàëàáè-Ïîãîðåëîâà

Â äàííîì ïàðàãðàôå äåìîíñòðèðóþòñÿ òàêæå ïðèëîæåíèÿ ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ, ïðè-
ìåíÿåìîãî ê öåëûì ðåøåíèÿì íåêîòîðîãî êëàññà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò äîêàçàí â ðàáîòå àâòîðà [78].

Ïóñòü Sk(A) � k-àÿ ãëàâíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàò-
ðèöû A:

det(A+ tI) =
n∑
k=0

Sk(A)tn−k.

Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [25], [27], [59]):

Ò å î ð å ì à À. (Éîðãåíñ-Êàëàáè-Ïîãîðåëîâ) Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ âî âñåì Rn ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

Sn(Hessf) ≡ det(Hessf) = 1.
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ãäå Hessf � ãåññèàí ôóíêöèè f(x) = f(x1, . . . , xn). Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòî-
ðîé ñòåïåíè,

(87) f(x) = a+ 〈b, x〉+ 〈x,Ax〉,
ãäå A � ïîñòîÿííàÿ n× n-ìàòðèöà ñ detA = 1; óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå.

Åñòåñòâåííûì, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ: äî êàêèõ ïîð îñòà�åòñÿ â ñèëå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû A â ñëó÷àå, êîãäà f(x) åñòü âûïóêëîå öåëîå ðåøåíèå ñëåäóþùåãî
îáùåãî óðàâíåíèÿ

(88) L(f) ≡
n∑
k=0

ak(x)Sk(Hessf) = 0.

Íà íåïðåðûâíûå êîýôôèöèåíòû ak(x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàëàãàåòñÿ òðåáîâàíèå ïîñòî-
ÿííîñòè.

Íåäàâíî À.À.Áîðèñåíêî â [8] äîêàçàë òåîðåìû Ëèóâèëëåâà òèïà äëÿ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àåâ îïåðàòîðà L :

(89) L(f) = Sn(Hessf)− S1(Hessf) = det(Hessf)−∆f = 0,

è

(90) L(f) =

[n−1
2

]∑
k=0

(−1)kS2k+1(Hessf) = 0.

Êàê ñëåäóåò èç [8], åäèíñòâåííûå öåëûå âûïóêëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (89) è (90) ñ
ëèíåéíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè ñóòü ëèíåéíûå ôóíêöèè. Òåõ-
íèêà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñïåöèàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ
îöåíêàõ. Óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ (89) è (90) îïèñûâàþò ñïåöèàëüíûå ëàãðàíæåâûå
ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìûå â íåïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.

Äàëåå ìû óñòàíîâëèâàåì óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå [8] â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ
è îòâå÷àþùåå íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà
L(f) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàçèïîñòîÿííîñòè:

(Q) ëèáî ak(x) ≡ 0 íà Rn, ëèáî ñóùåñòâóþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå µ1, µ2 òàêèå, ÷òî µ1 ≤ |ak(x)| ≤ µ2.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü f(x) öåëîå âûïóêëîå ðåøåíèå êëàññà C2 óðàâíåíèÿ (88), âû-
ïîëíåíî (Q) è

(91) lim
|x|→∞

|f(x)|
|x|2

= 0.

Òîãäà f(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Çàìå÷àíèå 5.5. Ïðèâîäèìûé â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò îïåðàòîðû L, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå (Q) è ðåøåíèå f(x) ∼
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|x|2 îòëè÷íî îò êâàäðàòè÷íîãî ïîëèíîìà. Òàêèì îáðàçîì, (91) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
óñëîâèåì â ýòîì ñìûñëå.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå A ≥ B, åñëè ðàçíîñòü A − B åñòü
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç J = J(L) ìíîæåñòâî
âñåõ íîìåðîâ i , 0 ≤ i ≤ n äëÿ êîòîðûõ ai 6≡ 0.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü A(x) ≥ 0 íåïðåðûâíàÿ n× n-ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-
íåíèþ

(92) L(A) =
n∑
k=0

ak(x)Sk(A(x)) = 0,

âñþäó â Rn. Òîãäà èëè Si(A(x)) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ J , èëè ñóùåñòâóþò íîìåð k ∈ J è
ïîñòîÿííàÿ σ0, çàâèñÿùèå òîëüêî îò µ1, µ2, äëÿ êîòîðûõ

Sk(A(x)) ≥ σ0 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî Sk(A(x)) ≥ 0 â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííî-
ñòè ìàòðèöû A(x). Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ak(x) èìåþò îäèí çíàê, òî
äëÿ k ∈ J âûïîëíåíî Sk(A(x)) ≡ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êà x0 ∈ Rn è íîìåð k ∈ J òàêèå, ÷òî Sk(A(x0)) >
0. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà êîýôôèöèåíòà ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà
(ïðè÷åì, â ñèëó óñëîâèÿ (Q) è òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî âî
âñåì Rn). Ïåðåïèøåì (92) â âèäå

|ai1|Si1(A) + . . .+ |aim|Sim(A) = |aj1|Sj1(A) + . . .+ |ajp |Sjp(A),

ãäå i1 < · · · < im, j1 < · · · < jp, i1 < j1 è ïîêàæåì, ÷òî èíäåêñ k = i1 óäîâëåòâîðÿåò
çàêëþ÷åíèþ ëåììû.

Äåéñòâèòåëüíî,

(93) Si1(A) ≤ |b1|Sj1(A) + . . .+ |bp|Sjp(A),

ãäå bk = |ajk |/|ai1| ≤ µ2/µ1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
([40], ïðåäëîæåíèå 3.2.2),

(
Sk(A)

Ck
n

)m
≤
(
Sm(A)

Cm
n

)k
,

ãäå 1 ≤ m ≤ k ≤ n, èç (93) ïîëó÷àåì

Si1(A) ≤ µ2

µ1

p∑
k=1

αk(Si1(A))νk .

Çäåñü νk = jk/i1 > 1 è αk = Cjk
n (Ci1

n )−νk .
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Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

µ2

µ1

p∑
k=1

αkσ
νk−1 = 1

ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è ïóñòü σ = σ0 � åãî åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëü-
íûé êîðåíü. Òîãäà, ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè Si1(A(x0)), çàêëþ÷àåì, ÷òî Si1(A(x0)) ≥ σ0.
Íî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè A(x), ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî âî âñåì Rn. Ëåììà
äîêàçàíà.

ut

Ñëåäñòâèå 5.7. Ïóñòü f(x) ∈ C2(Rn) � âûïóêëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (88). Òîãäà
ëèáî det(Hessf) ≡ 0 â Rn, ëèáî ñóùåñòâóåò íîìåð k ∈ J , òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rn

(94) Sk(Hessf) ≥ σ0 > 0

ãäå k, σ0 èç ïðåäûäóùåé ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.7 Ïóñòü (94) âûïîëíåíî âñþäó â Rn. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ðåøåíèåì f(x) ÿâëÿåòñÿ âñþäó íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ðàññìàòðèâàÿ, åñëè íóæ-
íî, ïîäõîäÿùèé ñäâèã f(x) → ±f(x) + 〈a, x〉. Ââèäó óñëîâèÿ (91), âûáåðåì ïî äàííîìó
ε > 0 ÷èñëî p òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(x) ≤ ε|x|2/2 + p

ïðè âñåõ x ∈ Rn. Íî ôóíêöèÿ g(x) = ε|x|2/2 − f(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, g(x) äîñòèãàåò ñâîåãî
ìèíèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ Rn è

(Hess g)(x0) ≡ Hess(
ε

2
|x|2)− (Hessf)(x0) ≥ 0,

îòêóäà èìååì: (Hessf)(x0) ≤ εI, ãäå I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òàê êàê Hessf(x0) � ïîëî-
æèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàæîðèçàöèè, (ñì. [20],
ñëåäñòâèå 4.3.3), ïîëó÷èì

Si(Hessf)(x0) ≤ Si(εI) = εiCi
n, 1 ≤ i ≤ n.

Ïðåäïîëîæåíèå òîãî, ÷òî Sk(Hessf) ≥ σ0 > 0 ïðîòèâîðå÷èò ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
ε > 0 . Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà ñëåäñòâèÿ, det Hessf ≡ 0 â
Rn. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé,
èçëîæåííûõ â [8]. Ïîëó÷àåì ëèíåéíîñòü ôóíêöèè f(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ut

6.. Íèæå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð îïåðàòîðà L, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîêàçàòåëü ðîñòà
â òåîðåìå 5.7 íåóëó÷øàåì.

Ïóñòü α(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé, òàêàÿ, ÷òî 0 < q ≤
α(t) ≤ q−1 ïðè çàäàííîì q > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
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f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

∫ xi

0

(xi − t)α(t) dt,

äëÿ êîòîðîé Hessf = |α(xi)δij| . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) âûïóêëàÿ è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

Sn(Hessf)− ω(x) = 0

c ω(x1, . . . , xn) = α(x1) . . . α(xn). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî qn ≤ ω(x) ≤ q−n, òî åñòü êîýô-
ôèöèåíòû ak(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (Q) è, áîëåå òîãî,

q
|x|2

2
≤ |f(x)| ≤ |x|

2

2q
.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) èìååò êâàäðàòè÷íûé àñèìïòîòè÷åñêèé ðîñò.



Ãëàâà 6

Çâåçäíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè

Ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ n-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé (ïî îòíîøå-
íèè ê òî÷êå a ∈ Rn+1), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé ñôåðû ñ
öåíòðîì â a.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè "â öåëîì"çâåçäíûõ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äàííûé êëàññ ïîâåðõíîñòåé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ àê-
òèâíî èçó÷àåìûìè â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìèíèìàëüíûìè ãðàôèêàìè. Îñîáîå ìåñòî â ýòîé
òåîðèè çàíèìàåò èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà Áåðíøòåéíà: âåðíî ëè òî, ÷òî åäèíñòâåííûìè ìè-
íèìàëüíûìè íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè?

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé îòâåò èìååò ìåñòî ëèøü äëÿ ìà-
ëûõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè ïîâåðõíîñòè: n ≤ 7. Ïåðâûé êîíòðïðèìåð äëÿ ðàçìåðíî-
ñòè n = 8 áûë ïîñòðîåí Å. Áîìáèåðè, Å. Äæóñòè è Äå Äæîðæè â [7], à äëÿ áîëü-
øèõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè n ≥ 8 � Ë. Ñàéìîíîì â [67]. Ñ ýòîãî âðåìåíè ïðîáëåìà
Áåðíøòåéíà òðàíñôîðìèðîâàëàñü â ïðîáëåìó èññëåäîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ìèíèìàëü-
íûõ ãðàôèêîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ îïèðàåòñÿ
íà òåõíè÷åñêè èçîùðåííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âñÿêîìó ñòðîãî ìèíèìàëüíîìó
èçîïàðàìåòðè÷åñêîìó êîíóñó îòíåñòè íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ãðàôèê. Êàê ñëåäñòâèå,
Ñàéìîí ïîêàçàë, ÷òî òàêèå ãðàôèêè èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè è
âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî ãðà-
ôèêà (äëÿ ðàçìåðíîñòè n = 8 ýòî äîêàçàíî â [67]). Â ýòîé ñâÿçè îñòàåòñÿ íåðåøåííûì
òàêæå âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ, îòëè÷íûõ îò
ãèïåðïëîñêîñòåé [68].

Â ñâîåé ìîíîãðàôèè [90, ñ. 216] À.Ò. Ôîìåíêî ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ èíòåðïðå-
òàöèþ ôåíîìåíà "âîñüìåðêè"â ïðîáëåìå Áåðíøòåéíà: åñëè ðàññìîòðåòü ðàçìåðíîñòü
ïîâåðõíîñòè n êàê íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð â çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâûõ ýêâèâà-
ðèàíòíûõ ìèíèìàëüíûõ êîíóñîâ, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êà÷åñòâåííîìó èññëåäîâàíèþ
ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòè ñ èñêðèâëåííîé ìåòðèêîé. Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà n0 = 5 + 2

√
2 = 7.828 . . ., ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðîå

ïîÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ñòðîãî ìèíèìàëüíûå êîíóñû.

Ïóñòü k ≥ 1 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, n = 2k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck ìèíèìàëüíûé
ãèïåðêîíóñ Ñàéìîíçà (J. Simons) Ck = {x ∈ Rn : x2

1 + . . . + x2
k = x2

k+1 + . . . + x2
2k}

[21]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âëîæåííàÿ ïîâåðõíîñòü M âïèñàíà â êîíóñ Ck, åñëè îíà
ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Rn \Ck è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê zi ∈M , íå èìåþùåé òî÷åê íàêîïëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè M , âûïîëíåíî:
limi→∞ dist (zi;Ck) = 0 (çäåñü ÷åðåç dist (x;C) îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå îò ìíîæåñòâà C äî
òî÷êè x). Ïóñòü β = 1

2

(
n− 5−

√
n2 − 10n+ 17

)
.

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî k ≥ 4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ãîìîòåòèè ïðîñòðàíñòâà Rn, n = 2k, çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Mk,
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âïèñàííàÿ â êîíóñ Ck. Áîëåå òîãî, ñêîðîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè Mk ê êîíóñó Ñàéìîíçà Ck âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

(95) dist(x;Ck) = c|x|−β + o(|x|−β), |x| → ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü k íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà. Áîëåå òîãî, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà êàê íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð, òî êðèòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå ðàçìåðíîñòè îáúåìëþùåãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðîå
ïîÿâëÿþòñÿ çâåçäíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, âïèñàííûå â êîíóñû Ñàéìîíçà, ðàâ-
íî n0 = 5 + 2

√
2 = 7.828 . . . è ñîâïàäàåò ñ êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ íåòðèâèàëüíûõ

ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ [90, ñ. 216]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê äîêàçàíî â [67], âñå ïðè-
ìåðû n-ìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò ñ ïîêàçàòåëåì
ðàâíûì èëè áîëüøèì çíà÷åíèÿ β + 2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàø ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
îòëè÷åí îò ïðèìåíÿåìîãî â [90] è íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî
óñòîé÷èâîñòè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Óïîìÿíåì îäèí êëàññ ïîâåðõíîñòåé ðîäñòâåííûé çâåçäíûì ìèíèìàëüíûì ïîâåðõíî-
ñòÿì. À èìåííî, â ðàáîòå [52] Íè÷å ðàññìàòðèâàë ïîâåðõíîñòè, çâåçäíûå îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ïðÿìîé â R3. Â ÷àñòíîñòè, èì äîêàçàíî, ÷òî ïîëíàÿ äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü, èìåþùàÿ òîëüêî çâåçäíûå êðèâûå â ñå÷åíèÿõ ïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëü-
íûìè äàííîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì êàòåíîèäîì.

1. Öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ çâåçäíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé

1.1. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü M , çàäàâàåìóþ 2-ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì

(96) x(θ) = a+ θeu(θ),

íàä îòêðûòûì ñâÿçíûì ïîäìíîæåñòâîì Ω ∈ Sn åäèíè÷íîé ñôåðû Sn ∈ Rn+1, ãäå θ ïðî-
áåãàåò òî÷êè Ω ∈ Sn. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âíåøíå ïîëíûå ïîâåðõíîñòè, òo
åñòü ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì â òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå. Äàííîå ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóùåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ:

(97) lim
θ→∂Ω

u(θ) = +∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇ è ∇ � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå íà ñôåðå Sn è ïîâåðõíîñòè
M ñîîòâåòñòâåííî; ÷åðåç div, ∆ è divM , ∆M îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû
äèâåðãåíöèè è îïåðàòîðû Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü x(θ) = a + θeu(θ) � ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ çâåçäíàÿ
ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íàä îáëàñòüþ Ω ⊂ Sn. Òîãäà u(θ) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(98) div
∇u√

1 + |∇u|2
=

n√
1 + |∇u|2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
∆M â ëîêàëüíûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü θ � òî÷êà íà ñôåðå Sn; E1, . . . , En �
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îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TθSn è dθ1, . . . , dθn � ñîïðÿæåí-
íûé áàçèñ 1-ôîðì â òî÷êå θ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gijdxi ⊗ dxj ìåòðè÷åñêèé òåíçîð M è
÷åðåç G−1 = ‖gij‖ � ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê gij. Èçâåñòíî [22, � 29], ÷òî äëÿ 2-ãëàäêîé
ôóíêöèè f íà M âûïîëíåíî

(99) ∆M f =
1
√
g

div
√
gG−1∇f,

ãäå g = det ‖gij‖.
×òîáû âû÷èñëèòü gij, çàïèøåì

dθi(x) = ∇Ei(θe
u(θ)) = eu(θ)(Ei + θ〈∇u,Ei〉),

è, òàêèì îáðàçîì,
gij ≡ 〈dθi(x), dθj(x)〉 = e2u(θ)(δij + u′iu

′
j),

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà è u′i = 〈∇u,Ei〉 � ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà Ei.
Â ðåçóëüòàòå íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

(100) g = det ‖gij‖ = e2nu(θ)(1 +
n∑
i=1

u′
2
i ) = e2nu(θ)(1 + |∇u|2)

è

gij = e−2u(θ)

(
δij −

u′iu
′
j

1 + |∇u|2

)
.

Âûáåðåì ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ek, 1 ≤ k ≤ n + 1 ïðîñòðàíñòâà
Rn+1. Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè xk áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè íà ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè
M è, ñëåäîâàòåëüíî, ∆Mxk = 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ãðàäèåíòà êîîðäèíàòíîé ôóíê-
öèè èìååì |∇xk|2 = 1−〈ek, N〉2, ãäå N � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè M . Òàêèì
îáðàçîì,

(101) ∆M |x|2 =
n+1∑
k=1

∆Mx2
k = 2

n+1∑
k=1

|∇xk|2 = 2(n+ 1− |N |2) = 2n.

Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ (101) â (99) è ïðèìåíÿÿ (100), ïîëó÷èì

n = ∆M
|x|2

2
=

1
√
g

div
√
gG−1∇(e2u(θ)) =

(102) =
e−nu(θ)√
1 + |∇u|2

div
√

1 + |∇u|2 e(n+2)u(θ) G−1∇u(θ).

Èç ðàâåíñòâà
n∑
i=1

giju′i = e−2u(θ)
u′j

1 + |∇u|2

è (102) èìååì
1√

1 + |∇u|2
div enu(θ) ∇u√

1 + |∇u|2
= nenu(θ).

Òðåáóåìàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà.
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Áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå ðåøåíèå u(θ) óðàâíåíèÿ (98), óäîâëåòâîðÿþùåå (97), öåëûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (98). Îáëàñòü Ω áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ
áû îäíî öåëîå ðåøåíèå u(θ) â Ω.

1.2. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ìèíèìàëüíûõ ãðàôèêîâ, ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ óðàâíå-
íèÿ (98) ÿâëÿåòñÿ íå îïðåäåëåííûé a priori êëàññ òàêèõ îáëàñòåé Ω, êîòîðûå äîïóñêàþò
ñóùåñòâîâàíèå öåëûõ ðåøåíèé, ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: ñêîëüêî ðàçëè÷-
íûõ öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (98) ñóùåñòâóåò â äàííîé äîïóñòèìîé îáëàñòè Ω? Äâà
ðåøåíèÿ u1(θ) è u2(θ) íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè ðàçíîñòü u1(θ)−u2(θ) íå ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé â Ω. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äâå ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíî-
ñòè íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîòåòè÷íûìè äðóã äðóãó.

Ïîëíûé îòâåò óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ Ω ñ ïîëóñôåðîé Sn (ñì.
ñëåäñòâèå 6.1). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.7, â äâóìåðíîì ñëó÷àå
ïîëóñôåðû ñóòü åäèíñòâåííûå äîïóñòèìûå îáëàñòè.

Íà÷íåì èçó÷åíèå ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ äîïóñòèìûõ îáëàñòåé ñî ñëåäóþùåãî îïðåäå-
ëåíèÿ.

Ãîâîðÿò [21], ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî E ⊂ Sn èìååò êîíå÷íûé ïåðèìåòð (ïî Êà÷-
÷îïîëè) C (E), åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕE(θ) èìååò îãðàíè÷åííóþ â ñóùå-
ñòâåííîì âàðèàöèþ. Äðóãèìè ñëîâàìè,

(103) C (E) ≡ sup

∫
E

divX(θ) dθ <∞,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëÿì X ñ íîñèòåëåì â
E òàêèì, ÷òî |X(θ)| ≤ 1.

Åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, òî îíà âñåãäà èìååò êîíå÷íûé ïå-
ðèìåòð è ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé (n− 1)-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà
ãðàíèöû îáëàñòè H n−1(∂Ω).

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü u(θ) � öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (98) â Ω. Òîãäà Ω èìååò
êîíå÷íûé ïåðèìåòð C (Ω). Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(104) C (Ω) ≤ n

∫
Ω

dθ√
1 + |∇u|2

.

Â ÷àñòíîñòè, ïåðèìåòð âñåãäà ìåíüøå, ÷åì îáúåì n-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû ωn.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü êîíå÷íîñòü ïåðèìåòðà, ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå
A:

(105) A(θ) =
∇u(θ)√
1 + |∇u|2

,

ãäå Ω(R) = {θ ∈ Ω| u(θ) < R} è ââåäåì ôóíêöèþ φ(θ) = R− u(θ). Òîãäà φ|∂Ω(R) = 0 è, â
ñèëó òåîðåìû Ñòîêñà, ïîëó÷èì

0 =

∫
Ω(R)

div φA(θ) dθ =

∫
Ω(R)

n(R− u(θ)) dθ√
1 + |∇u|2

−
∫

Ω(R)

|∇u|2√
1 + |∇u|2

dθ.
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Ïîýòîìó∫
Ω(R)

√
1 + |∇u|2 dθ =

∫
Ω(R)

|∇u|2√
1 + |∇u|2

dθ +

∫
Ω(R)

1√
1 + |∇u|2

dθ =

(106) =

∫
Ω(R)

1 + n(R− u(θ))√
1 + |∇u|2

dθ ≤ (1 +Rn)

∫
Ω(R)

1√
1 + |∇u|2

dθ.

Çàìåòèì, ÷òî Ω(R) ⊂ Ω ⊂ Sn è ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

µ(u) ≡
∫

Ω

1√
1 + |∇u|2

dθ <∞.

Òîãäà èç (106) èìååì

(107)
∫

Ω(R)

√
1 + |∇u|2 dθ ≤ (1 + nR)µ(u).

Èç (97) ñëåäóåò, ÷òî c = minθ∈Ω u(θ) > −∞ è, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Êðîíðîäà-Ôåäåðåðà
[88, �3.2], ïîëó÷àåì èç (107)

µ(u)(1 + nR) ≥
∫

Ω(R)

|∇u| dθ =

∫ R

c

H n−1(∂Ω(t)) dt,

ãäå ÷åðåç H n−1 îáîçíà÷åíà (n− 1)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà.

Èç (97) è ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü tk →∞ òàêàÿ, ÷òî

H n−1(∂Ω(tk)) ≤ nµ(u) +
1

k
.

Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ñàðäà, ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk òàê, ÷òî
âñå ∂Ω(tk) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè â Sn. Â ýòîì ñëó÷àå H n−1(∂Ω(tk)) ñîâ-
ïàäàåò ñ ïåðèìåòðîì C (∂Ω(tk)) [21, ñòð. 14].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ϕΩ(tk) íåóáû-
âàåò è ïîòî÷å÷åíî ñõîäèòñÿ ê ϕΩ. Òàêèì îáðàçîì, ϕΩ(tk) → ϕΩ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â
êëàññå L1,loc(S

n).

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ïîëóíåïðåðûâíîñòè âàðèàöèè [21, òåîðåìà 1.9], çàêëþ÷àåì, ÷òî
Ω èìååò êîíå÷íûé ïåðèìåòð è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

C (Ω) ≤ lim inf
k→∞

C (Ω(tk)) ≤ nµ(u).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âàæíûì, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î äîñòèæèìîñòè ðàâåíñòâà â îöåíêå (104).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, åñëè ãðàíèöà Ω "äîñòàòî÷íî"õîðîøàÿ, íî
íàì íå èçâåñòíî, âûïîëíÿåòñÿ ëè îíî â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ ïðèëîæå-
íèé äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∂Ω ãëàäêàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ∂Ω èìååò êîíå÷íûé ïåðèìåòð ïî Ìèíêîâñêîìó.
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Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü Ω � äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî öåëîãî ðåøåíèÿ u(θ) â Ω âûïîëíåíî

(108) C (Ω) = nµ(u) = n

∫
Ω

dθ√
1 + |∇u|2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂Ω è ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî

Ωρ = {θ ∈ Ω| dist (θ; ∂Ω) > ρ},
ãäå ρ âûáðàíî äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ãðàíèöà ∂Ωρ áûëà òàêæå ãëàäêîé. Â ýòîì
ñëó÷àå èìååì

lim
ρ→0

H n−1(∂Ωρ) = H n−1(∂Ω) = C (Ω).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
ρ→0

H n−1(∂Ωρ) ≥
∫

Ω

divA.

Çàìåòèì, ÷òî |A| < 1 è, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîëó÷àåì

H n−1(∂Ωρ) ≥
∫
∂Ωρ

|A| ≥
∫
∂Ωρ

〈A, ν〉 =

∫
Ωρ

divA,

ãäå ÷åðåç ν îáîçíà÷åíà âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ωρ.

1.3. Â ýòîì ïóíêòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïåðèìåòðîì äîïóñòèìîé îáëàñòè è
ïðîåêòèâíûì îáúåìîì ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå
áûëî ââåäåíî â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà [76], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè M ñîáñòâåííî
ïîãðóæåííàÿ n-ìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (íå îáÿçàòåëüíî çâåçäíàÿ), òî ñóùå-
ñòâóåò ñëåäóþùèé ïðåäåë, êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé:

Vn(M ) ≡ lim
r→∞

1

ln r

∫
Mr(a)

1

|x(m)− a|n
= lim

r→∞

nVoln(Mr)

rn
.

Çäåñü Mr = {x ∈ Rn+1 : 1 < |x − a| < r}. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Vn(M ) < ∞, òî îáúåì Mr

ðàñòåò êàê Vn(M )
n

rn.

Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â [76], âåëè÷èíà ïðîåêòèâíîãî îáúåìà íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè a ∈ Rn+1 è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

(109) Vn(M ) = n

∫
M

〈x(m)− a,N(m)〉2

|x(m)− a|n+2
,

ãäå N(m) � íîðìàëü ê M â òî÷êå m. Êàê ñëåäñòâèå, ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò
êîíå÷íûé ïðîåêòèâíûé îáúåì ïðè óñëîâèè, ÷òî êðàòíîñòü öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè M
íà ãèïåðñôåðó â Rn+1îãðàíè÷åíà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Íèæå ìû âûâîäèì òî÷íîå
âûðàæåíèå äëÿ ïðîåêòèâíîãî îáúåìà çâåçäíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü M � ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íàä Ω ⊂ Sn óðàâíåíèåì (96). Òîãäà

(110) Vn(M ) = nµ(u),

ãäå Vn(M ) � ïðîåêòèâíûé îáúåì M .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óêàçàííîãî âûøå èíâàðèàíòíîãî ñâîéñòâà ïðîåêòèâíîãî îáú-
åìà Vn(M ), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà a â (110) ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì a â (96).

×òîáû íàéòè âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëè N(m), áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ èç
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6.1. Çàìåòèì, ÷òî 〈DEix(θ), N〉 = 0 äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i,
ãäå D îçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â Rn+1. Ïîñëå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

0 = eu(θ)〈Ei + θ〈∇u(θ), Ei〉, N〉 = eu(θ)〈Ei, N + 〈θ,N〉∇u(θ)〉,
è, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èíäåêñà i, çàêëþ÷àåì, ÷òî

N + 〈θ,N〉∇u(θ) = αθ

äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî,

N =
θ −∇u(θ)

1 + |∇u|2
è

(111) 〈x,N〉 =
eu(θ)

1 + |∇u|2
.

Òàêèì îáðàçîì, èç (100) è (109) èìååì â ëîêàëüíûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Vn(M ) = n

∫
Ω

〈x,N〉2√g
|x|n+2

dθ = n

∫
Ω

1√
1 + |∇u|2

dθ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ut

Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè Ω ñîâïàäàåò ñ ïîëóñôåðîé Sn+, òî åäèíñòâåííûìè çâåçäíûìè
ìèíèìàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íàä Ω, ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 2.2, ïîëó÷àåì

(112) Vn(M ) ≥ ωn,

ãäå ωn � (n− 1)-ìåðíûé îáúåì åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 è ðàâåíñòâî â (112) äîñòèãàåòñÿ
ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà M ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 6.4 è òåîðåìû 6.3 ñëåäóåò, ÷òî

C (Sn+) = nµ(u) = Vn(M ),

è, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî C (Sn+) = H n−1(∂Sn+) = ωn, ïîëó÷àåì Vn(M ) = ωn. Òàêèì îáðà-
çîì, M � ãèïåðïëîñêîñòü. ut

Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü Ω ⊂ Sn äîïóñòèìàÿ îáëàñòü. Òîãäà ÷èñëî `(∂Ω) ðàçëè÷íûõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Ω êîíå÷íî è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

`(∂Ω) ≤ nωn+12n−1

ωn
= 2n−1(n+ 1)

√
π

Γ(n+ 2/2)

Γ(n+ 3/2)
,

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂Ω â
òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîíöîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè M . Òîãäà íåðàâåí-
ñòâî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 3.1.
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2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà öåëûõ ðåøåíèé

2.1. Ïóñòü u(θ) � öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çâåçäíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
â îáëàñòè Ω ⊂ Sn. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ω(R) = {θ ∈ Ω : u(θ) < R}, Λ(R) = Ω \ Ω(R),

è, äëÿ äàííîé òî÷êè ξ ∈ Ω,

E(ξ) = Λ(u(ξ)) = {θ ∈ Ω : u(θ) > u(ξ)}.

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

µ(R) =

∫
Ω(R)

n dθ√
1 + |∇u(θ)|2

.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü u(θ) � öåëîå ðåøåíèå, òàêîå, ÷òî |∇u(θ)| 6= 0 âáëèçè ãðàíèöû
∂Ω. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî R0 è ëþáîãî ξ ∈ Λ(R0) èìååò ìåñòî îöåíêà

(113) dist (ξ; ∂Ω) ≤ H n−1(E(ξ))

µ(R)
,

ãäå dist (ξ; ∂Ω) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ξ äî ìíîæåñòâà ∂Ω â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå è
R = u(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì R0 òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî θ ∈ Λ(R0) âûïîëíåíî |∇u(θ)| 6= 0.
Ðàññìîòðèì â Ω äèíàìè÷åñêóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

(114)
dθ(t)

dt
= A(θ(t)),

ãäå A(θ) � îïåðàòîð èç (105).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(ξ; t) � ðåøåíèå (114) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè θ(0) = ξ è ÷åðåç
Gt(·) = G(·, t) : Ω → Ω � ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ïóñòü T (ξ) � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî
îïðåäåëåíî ðåøåíèå G(ξ; t). Ïîêàæåì, ÷òî

(115) lim inf
t→T (ξ)−0

dist (G(ξ; t); ∂Ω) = 0.

Ïîëå A(θ) ñîíàïðàâëåíî ñ ãðàäèåíòîì u(θ), ïîýòîìó

d

dt
u(θ(t)) = 〈∇u(θ(t)), θ′(t)〉 =

|∇u(θ)|2√
1 + |∇u(θ)|2

> 0.

Òîãäà âäîëü èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (114) ôóíêöèÿ u(θ) ñòðîãî âîçðàñ-
òàåò; ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè ξ ∈ Λ(R0) âûïîëíåíî u(ξ) ≥ R0 è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ G(ξ; t) ïðè t ≥ 0 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ω(R0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (115) íå âûïîëíåíî. Òîãäà θ(t) îñòàåòñÿ â Ω(c) äëÿ íåêîòîðîãî c >
R0. Â ñèëó íåïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèÿ G(ξ; t) è óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè ãðàäèåíòà
íà Λ(R0), êðèâàÿ G(ξ; t) èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

d ≡ sup
Ω(c)\Λ(R0)

|∇u| <∞, δ ≡ inf
Ω(c)\Λ(R0)

|∇u| > 0,
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òî åñòü,
d

dt
u(θ(t)) ≥ δ2

√
1 + d2

≡ k > 0.

Èìååì

(116) u(θ(t))− u(θ(0)) =

t∫
0

d

dτ
u(θ(τ)) dτ > kt.

Â ñèëó ðàâåíñòâà |dθ(τ)
dτ
| = |A(θ(τ))| ≤ 1 ïîëó÷àåì

t∫
0

|dθ(τ)| ≤ t.

Ó÷òåì áåñêîíå÷íîñòü äëèíû êðèâîé G(ξ; t):

lim
t→T (ξ)−0

∫ t

0

|dθ(τ)| = +∞,

ïîýòîìó T (ξ) = +∞. Èç (116) ñëåäóåò, ÷òî u(θ(τ)) íå îãðàíè÷åíà â Ω(c). Ïîëó÷åíî
ïðîòèâîðå÷èå îïðåäåëåíèþ Ω(c) è ðàâåíñòâî (115) äîêàçàíî.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó ξ ∈ Λ(R0). Òîãäà R ≡ u(ξ) ≥ R0. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
Ëèóâèëëÿ îá èçìåíåíèè îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî 0 ≤ t <
T (ξ)

(117)
d

dt
mn(Gt(Ω(R))) =

∫
Gt(Ω(R))

divA(θ) =

∫
Gt(Ω(R))

n dθ√
1 + |∇u(θ)|2

.

Íî, â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû (114), èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

Gt(Ω(R)) ⊃ Ω(R), ∀t ∈ [0;T (ξ)),

îòêóäà, èñïîëüçóÿ (117), ïîëó÷èì

d

dt
mn(Gt(Ω(R))) >

∫
Ω(R)

n dθ√
1 + |∇u(θ)|2

= µ(R).

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî t ∈ [0;T (ξ)), ââèäó òîãî, ÷òî G0(Ω(R)) = Ω(R),
ïîëó÷àåì

mn(Gt(Ω(R)))−mn(Ω(R)) > tµ(R).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Gt(Ω(R)) ⊂ Ω è, ñëåäîâàòåëüíî,

mn(Gt(Ω(R))) < mn(Ω),

îòêóäà

(118) T (ξ) ≤ mn(Ω)−mn(Ω(R))

µ(R)
=
mn(E(ξ))

µ(R)
.
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Ïóñòü γ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ {θ = Gt(ξ) : t ∈ [0;T (ξ)} ñ íà÷àëîì â ξ. Äëÿ äëèíû
ýòîé êðèâîé èìååì:

H 1(γ) ≤
∫ T (ξ)

0

|θ′(t)| dt =

∫ T (ξ)

0

|∇u(θ(t))| dt√
1 + |∇u(θ(t))|2

< T (ξ),

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (118), ïîëó÷àåì

m1(γ) <
mn(E(ξ))

µ(R)
, R = u(ξ).

Íî, èñïîëüçóÿ (115) è îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ, ïîëó÷àåì

dist (ξ; ∂Ω) ≤ m1(γ),

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.

2.2. Ïóñòü f = f(x1, . . . , xk) � íåêîòîðàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â
Rk. Ââåäåì ñëåäóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

(119) L[f ] = |∇ f |2∆f −
k∑

i,j=1

f ′′ijf
′
if
′
j,

ãäå ∇ f = (f ′1, . . . , f
′
k) � ãðàäèåíò f è f ′i îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî xi. Èçâåñò-

íî [21], ÷òî åñëè L[f ] = 0 è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ Rk âûïîëíåíî ∇ f(a) 6= 0, òî â
îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì f(x) = f(a), èìååò íóëåâóþ
ñðåäíþþ êðèâèçíó.

Èíòåðåñíîé è íåðåøåííîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ
ìíîãîìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìèíèìàëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Òàê æå îñòàåòñÿ îòêðûòîé òàê íàçûâàåìàÿ ïðîáëåìà Ñàéìîíà [68]: ñóùåñòâóþò ëè
ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàäàíû â âèäå xn+1 = f(x1, . . . , xn), ãäå
f � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê îòûñêàíèþ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ F (x) òàêèõ, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíåíî L[F ] = 0.

Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå òåîðåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü F (x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â Rn+1, îäíîðîäíàÿ ïîðÿäêà K ≥ 2
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ L[F ] ≡ 0. Ïóñòü ∇F (x) 6= 0 ïðè x 6= 0 è Σ = {θ ∈ Sn :
F (θ) = 0}. Òîãäà Σ íåïóñòî è âñþäó íà íåì âûïîëíåíî

(120) |∇F (θ)| = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü Σ = ∅. Òîãäà F (x) íå ìåíÿåò ñâîåãî
çíàêà âñþäó â Rn+1 \ {0}. Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F (x)
ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî óðîâíÿ M ≡ {F (x) = 1} áóäåò ìè-
íèìàëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â Rn+1. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè è ãëàäêîñòè F (x), ïîâåðõ-
íîñòü M äîëæíà áûòü ðåãóëÿðíîé è êîìïàêòíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åå ìèíèìàëüíîñòè.
Òåì ñàìûì, Σ 6= ∅.

Ëåãêî âèäíî, ÷òî F (x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà {θ ∈ Sn : F (θ) > 0} è Σ � åå ãðàíèöà. Òîãäà, ïî óñëîâèþ,
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Σ � ãëàäêîå (n − 1)-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñôåðû Sn. Â ñèëó òåîðåìû Ýéëåðà îá
îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ, âñþäó íà Σ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(121) 〈∇F (θ), θ〉 = KF (θ) = 0.

Ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ f(θ) = F (θ) êàê ñóæåíèå F íà åäèíè÷íóþ ñôåðó, èç (121)
ïîëó÷àåì

(122) ∇f(θ) = (∇F (θ))> = ∇F (θ) 6= 0,

ãäå ( · )> � ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñôåðå Sn â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî óðîâíÿ M ≡ {x ∈ Rn : F (x) = 1}, êîòîðîå, êàê îòìå÷àëîñü,
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé çâåçäíîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íàéäåì åå ïàðàìåòðèçàöèþ,
ïîëàãàÿ x = θ · eu(θ). Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè F (x), èìååì:

1 = F (θeu(θ)) = f(θ)eKu(θ),

îòêóäà

u(θ) = − 1

K
ln f(θ).

Òîãäà äëÿ ãðàäèåíòà ïîëó÷àåì

∇u(θ) = − 1

K

∇f(θ)

f(θ)
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (122) è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (121),

|∇u(θ)|2 =
|∇F (θ)|2 −K2F 2(θ)

K2|F (θ)|2
.

Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå R, èç (121) ïîëó÷àåì ∇u(θ) 6= 0, ãäå
θ ∈ Λ(R). Òîãäà, â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû,

dist (ξ; Σ) ≤ mn(E(ξ))

µ(R)
,

äëÿ ëþáîé ξ ∈ Λ(R) è R = u(ξ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 6.3 èìååì

(123) lim
R→∞

µ(R) ≡
∫

Ω

n dθ√
1 + |∇u|2

= H n−1(Σ),

îòêóäà

(124) lim inf
R→∞

mn(E(ξ))

dist (ξ; Σ)
≥H n−1(Σ).

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî âåêòîð∇F (y) íåíóëåâîé è, â ñèëó (121), îðòîãîíàëåí ìíîãîîáðà-
çèþ Σ. Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â Σ è γ0 � ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ñôåðå ñ íà÷àëîì â y ñ
íàïðàâëåíèåì ∇F (y). Îáîçíà÷àÿ δ(ξ) = dist (ξ; y), äëÿ ëþáîé òî÷êè ξ ∈ γ0, äîñòàòî÷íî
áëèçêîé ê y, ïîëó÷èì

dist (ξ; Σ) = δ(ξ).
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Òîãäà

lim
ξ→y, ξ∈γ0

f(ξ)− f(y)

δ(ξ)
= |∇F (y)|,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(125) F (ξ) = f(ξ) = |∇F (y)|δ(ξ) + o(δ(ξ)), ξ ∈ γ0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êðîíðîäà-Ôåäåðåðà, èìååì

mn(E(ξ)) ≡ mn{θ ∈ Ω : u(θ) < u(ξ)} =

= mn{θ ∈ Ω : 0 < f(θ) < f(ξ)} =

∫ f(ξ)

0

dt

∫
Σt

d θ

|∇f(θ)|
,

ãäå Σt � t-ìíîæåñòâî óðîâíÿ ôóíêöèè f(θ). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ âíåøíåãî
èíòåãðàëà, äëÿ íåêîòîðîãî τ(ξ) ∈ (0; f(ξ)) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

mn(E(ξ)) = f(ξ)

∫
Στ(ξ)

d θ

|∇f(θ)|
,

è, ïîäñòàâëÿÿ â (124), èìååì:

(126) H n−1(Σ) ≤ lim
ξ→y, ξ∈γ0

f(ξ)

δ(ξ)

∫
Στ(ξ)

d θ

|∇f(θ)|
.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (125) è ñîâïàäåíèå ãðàäèåíòîâ ∇F (θ) è ∇f(θ) íà
Σ, ïîëó÷àåì

H n−1(Σ) ≤ lim
ξ→y, ξ∈γ0

|∇F (y)|δ(ξ) + o(δ(ξ))

δ(ξ)

∫
Στ(ξ)

d θ

|∇f(θ)|
=

= |∇F (y)|
∫

Σ

d θ

|∇f(θ)|
= |∇F (y)|

∫
Σ

d θ

|∇F (θ)|
.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî y ∈ Σ, ïîëó÷èì(
H n−1(Σ)

)2 ≤
∫

Σ

|∇F (y)| dy ·
∫

Σ

dθ

|∇F (θ)|
,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî íåðàâåíñòâà Êîøè è íåïðåðûâíîñòü âûðà-
æåíèÿ |∇F (y)|, äåëàåì çàêëþ÷åíèå î åãî ïîñòîÿíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî |∇F (y)| íå ìåíÿåò ñâîåãî çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå ëþáîé
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ω ìíîæåñòâà F (x) 6= 0, îòêóäà ëåãêî âûòåêàåò ïîñòîÿííîñòü
|∇F (y)| íà âñåì ìíîæåñòâå 0-óðîâíÿ ôóíêöèè F (x), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Ñòðîåíèå äîïóñòèìûõ îáëàñòåé

3.1. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ âåðñèåé òåîðåìû Áåðíøòåéíà äëÿ çâåçäíûõ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â R3.
Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, äîïóñòèìûìè îáëàñòÿìè íà äâóìåðíîé
ñôåðå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïîëóñôåðû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6.4 ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü M èìååò êâàäðàòè÷íûé
ðîñò ïëîùàäè. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêèé øàð B(r) ⊂ M ñ
öåíòðîì â a è ðàäèóñîì r, òî

Area B(r) ≤ c · r2,

è èç òåîðåìû î ïàðàáîëè÷íîñòè òèïà [101], [48] ñëåäóåò, ÷òî íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà òîæäåñòâåííîé ïîñòîÿííîé.

Ïóñòü òåïåðü M � âëîæåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ

f(m) = 〈x(m), N(m)〉, m ∈M ,

ãäå N(m) � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè M , âûáðàííàÿ òàê æå, êàê è â (111). Òîãäà f(m) ≥ 0
âñþäó â Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(127) ∆M f(m) = −‖A‖2f(m),

ãäå ‖A‖2 � äëèíà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A ïîâåðõíîñòè M . Òîãäà èç (127) ñëåäó-
åò, ÷òî ôóíêöèÿ f(m) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé íà M è, â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå
çàìå÷àíèÿ, f = const. Åñëè f 6= 0, òî èç (127) âûòåêàåò, ÷òî ‖A‖ = 0 âñþäó íà M ,
òî åñòü ïîâåðõíîñòü M ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì R3. Åñëè f ≡ 0, òî èç
îïðåäåëåíèÿ f ñëåäóåò, ÷òî M � êîíóñ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çâåçäíîñòè M .

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (127). Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà
äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà E ∈ TmM ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∇ Ef ≡ DEf = 〈DEx,N〉+ 〈x,DEN〉 = 〈E,N〉+ 〈x,−A(E)〉.

Ó÷èòûâàÿ âçàèìíóþ îðòîãîíàëüíîñòü E è N , ïîëó÷èì

∇ Ef = −〈x,A(E)〉 = −〈A(x>), E〉,
ãäå x> � ïðîåêöèÿ âåêòîðà x íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.
Òàêèì îáðàçîì,

∇ f = −A(x>).

Ïóñòü Y � íåêîòîðîå êàñàòåëüíîå ê M âåêòîðíîå ïîëå. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòî-
ðà äèâåðãåíöèè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà Ei ïðîñòðàíñòâà TmM
ïîëó÷àåì

divM A(Y ) =
n∑
i=1

〈∇ EiA(Y ), Ei〉 =
n∑
i=1

(∇ EiA)(Y,Ei) +
n∑
i=1

〈A(∇ EiY ), Ei〉.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ãðàäèåíòà ∇A âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (÷òî ýêâèâà-
ëåíòíî óðàâíåíèþ Ãàóññà-Êîäàööè), ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìîæíî
óïðîñòèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∇ EiA)(Y,Ei) = ∇A(Y,Ei;Ei) = ∇A(Ei, Ei;Y ) = (∇ YA)(Ei, Ei).

Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòè M , ïîëó÷àåì

(128) divM A(Y ) =
n∑
i=1

(∇ YA)(Ei, Ei) +
n∑
i=1

〈A(∇ EiY ), Ei〉 =
n∑
i=1

〈A(∇ EiY ), Ei〉.

Òîãäà èìååì ðàâåíñòâî

∇ Eix
> = DEix−DEix

⊥ = Ei + Ax
⊥

(Ei),
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ãäå ñèìâîë ⊥ îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî è Aν � êàñàòåëüíûé
ãîìîìîðôèçì Âåéíãàðòåíà îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ν. Â íàøåì ñëó÷àå ν =
x⊥ = N〈N, x〉 è, ïî îïðåäåëåíèþ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîëó÷àåì

∇ Eix
> = Ei + 〈N, x〉A(Ei).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî â (128), ïðèõîäèì ê (127). Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.2. Ïóñòü n ≥ 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e ∈ Rn+1 ââåäåì ýêâàòîð
Ke åäèíè÷íîé ãèïåðñôåðû Sn òàê, ÷òîKe = {θ ∈ Sn : 〈θ, e〉 = 0}. Îòêðûòóþ îáëàñòü Ω ⊂
Sn íàçîâåì äåôåêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ e ∈ Rn+1 ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà
Sn \ Ω è ýêâàòîðà Ke íå ïóñòî. Äðóãèì ñëîâàìè, íè îäèí ýêâàòîð Ke íå ñîäåðæèòñÿ
öåëèêîì â Ω.

Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü n ≥ 3 è Ω � äîïóñòèìàÿ îáëàñòü. Òîãäà Ω äåôåêòíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå èç [12].

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ ñâÿçíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü M â Rn+1 òðóá÷àòàÿ
ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó en+1, åñëè íàéäåòñÿ ÷èñëîâîé èíòåðâàë (a; b) (êîíöåâûå òî÷êè
èíòåðâàëà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè) òàêîé, ÷òî

(i) ñå÷åíèÿ Στ = M ∩Πτ ïîâåðõíîñòè ãèïåðïëîñêîñòÿìè Πτ = {x ∈ Rn+1 : xn+1 = τ}
ñóòü êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a; b);

(ii) ëþáàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè M , ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó äâóìÿ òàêèìè ðàçëè÷íûìè
ãèïåðïëîñêîñòÿìè Πτ ′ è Πτ ′′ òàêæå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà M íå íàëà-
ãàåòñÿ. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç [12], ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ òðóá÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçìåð-
íîñòè n ≥ 3 ðàñïîëîæåíà â íåêîòîðîì êîíå÷íîì ïàðàëëåëüíîì ñëîå {x ∈ Rn+1 : a1 <
xn+1 < b1}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå âåðíî. Òîãäà íàéäåòñÿ íàïðàâëåíèå
e ∈ Rn+1 òàêîå, ÷òî Ke ⊂ Ω. Ïîñëå ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð
e ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì âåêòîðîì en+1. Ïóñòü M � çâåçäíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, îòâå÷àþùàÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè Ω. Ïîêàæåì, ÷òî M òðóá÷àòàÿ îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà en+1. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî íå òàê è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà τ ïåðåñå÷åíèå
Στ = M ∩ Πτ � íåïóñòîå íåêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî, â ñèëó óñëîâèÿ ñîáñòâåííîñòè
âëîæåíèÿ M , íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê mk ∈ M òàêàÿ, ÷òî |mk| → ∞ è
mk ∈ Πτ .

Ïóñòü K � ýêâàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó en+1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äî-
ñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü ýêâàòîðà K(ε) áóäåò òàêæå ïîäìíîæå-
ñòâîì îáëàñòè Ω. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K(ε), ÷àñòü ïîâåðõíîñòè Mε, ïðîåêòèðóþùàÿñÿ
íà K(ε), òàêæå êîìïàêòíà êàê ïîäìíîæåñòâî Rn+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ θk = mk/|mk| ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {mk}
ïîïàäàåò â K(ε) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k > k0. Â ñàìîì äåëå, ýòî ñëåäóåò èç ðàâíî-
ìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè (n + 1)-ûõ êîîðäèíàò òî÷åê mk. Íî öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ �
âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà âñåé ïîâåðõíîñòè M è, ñëåäîâàòåëüíî, Mε ñîäåð-
æèò ðàñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {mk}, k > k0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òðóá÷àòîñòü ïîâåðõíîñòè M .
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Ïðèìåíÿÿ âûøåïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò [12], ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîâåðõíîñòü
M ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì ïàðàëëåëüíîì ñëîå {x : a < xn+1 < b} äëÿ íåêîòîðûõ a è
b. Ïóñòü ÷èñëî b âûáðàíî ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì. Òàê êàê M ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ,
ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρk, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâó xn+1(ρk) → b ïðè
k → ∞. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ |ρk| → ∞ â ñèëó
ñîáñòâåííîñòè âëîæåíèÿ M . Êàê è âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè ρk/|ρk| ñòðåìèòñÿ ê K, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ρk ∈ Mε äëÿ áîëüøèõ
k. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ êîìïàêòíîñòüþ Mε äîêàçûâàåò òåîðåìó ïîëíîñòüþ.

4. Ïðèìåðû çâåçäíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé

4.1. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîR2n = Rn⊕Rn ñ êîîðäèíàòàìè z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
è áóäåì èñêàòü ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü M , çàäàâàåìóþ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíå-
íèåì |y| = f(|x|), ãäå f(t) � ÷åòíàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
f(0) = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå çâåçäíîñòè ïîâåðõíîñòè M îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê
êðèâîé τ = f(t) äîëæåí áûòü çâåçäíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò â ïëîñ-
êîñòè ïåðåìåííûõ (t; τ). Ïîëîæèì

F (x, y) = |y| − f(|x|).

Òîãäà M çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì â íåÿâíîé ôîðìå F (x, y) = 0 è, êàê áûëî çàìå÷åíî â
ïóíêòå 2, F óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L[F ] = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñû i, j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n, à èíäåêñû α, β �
îò n+ 1 äî 2n. Òîãäà äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååì

F ′i = −f ′ xi
|x|
, F ′α =

yα
|y|
,

è

F ′′ij = −f ′ δijxixj − |x|
2

|x|3
− f ′′xixj

|x|2
, F ′′iα = 0, F ′′αβ =

δαβyαyβ − |y|2

|y|3
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå L[F ] = 0 è ó÷èòûâàÿ,÷òî |y| = f(|x|), ïîëó÷àåì

(129)
f ′′

1 + f ′2
+
af ′

z
=
a

f
,

ãäå z = |x|.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) : R1 → R1 çâåçäíàÿ, åñëè åå ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ

çâåçäíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 6.9. Ïóñòü a � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

(130) a > a0 =
3 + 2

√
2

2
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò çâåçäíîå àíàëèòè÷åñêîå íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ðåøåíèå f(z)
óðàâíåíèÿ (129) òàêîå, ÷òî

f(0) = 1, f ′(0) = 0.
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4.2. Ïðîàíàëèçèðóåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) áûëà áû
çâåçäíûì ðåøåíèåì (129); ïîä ðåøåíèåì (129) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ f(z), äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ f(0) = 1, f ′(0) = 0.

Ëåììà 6.1. Åñëè f(z) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå çâåçäíîå ðåøåíèå
(129), òî ïðè z > 0: f ′(z) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëÿÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, èìååì:

f ′′(z) =
a

f(0)
− a lim

z→+0

f ′(z)

z
= a− af ′′(0),

îòêóäà ïîëó÷àåì f ′′(z) = a
a+1

> 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó f ′(0) = 0, â íåêîòîðîé ïðàâîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïóñòü f ′(z) îáðàùàåòñÿ â
íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z0 > 0 íèæíþþ ãðàíü òàêèõ íóëåé. ßñíî,
÷òî f ′(z0) = 0 è f ′(z) > 0 ïðè 0 < z < z0. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (129) è ó÷èòûâàÿ
ïîëîæèòåëüíîñòü f(z) íà ïîñëåäíåì èíòåðâàëå, áóäåì èìåòü

f ′′(z0) =
a

f(z0)
> 0,

÷òî âëå÷åò íàëè÷èå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà f(z) â òî÷êå z0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ ñòðîãî âîçðàñòàíèÿ f(z) íà ïðîìåæóòêå (0; z0). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-
êàçûâàåò ëåììó.

Ñëåäñòâèå 6.3. Ïðè z ≥ 0 çâåçäíîå ðåøåíèå f(z) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèåé, â ÷àñòíîñòè, f(z) > 1.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì óðàâíåíèå (129) ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ

(131) f(z) = z · w(ln z), t = ln z.

Òîãäà f ′z = w + w′, f ′′zz = (w′ + w′′)/z. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (129), ïîëó÷àåì

w′′ + w′

1 + (w′ + w)2
+ a(w + w′) =

a

w
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

(132) w′′ = −w′ + a

w

(
1 + (w + w′)2

)(
1− w(w + w′)

)
Ââåäåì ïåðåìåííóþ v = w′. Òîãäà (132) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(133)

{
w′ = v
v′ = −v + a

w

(
1 + (w + v)2

)(
1− w(w + v)

)
.

4.3. Ïðîàíàëèçèðóåì óñëîâèÿ íà ðåøåíèå ñèñòåìû w(t), ïðè êîòîðûõ (131) îïèñû-
âàëî áû çâåçäíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (129). Äëÿ êðàòêîñòè òàêèå ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé
ñèñòåìû (133) òàêæå áóäåì íàçûâàòü çâåçäíûìè.

Â ñèëó ëåììû 6.1, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ðåøåíèÿ (133), êîòîðûå ðàñïî-
ëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè W0 = {w > 0}.
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Ëåììà 6.2. Äàííîå ðåøåíèå w(t) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì çâåçäíîãî ðåøåíèÿ â
êîîðäèíàòàõ (131) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðè-
âàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè

W− = {(w; v) : v < 0}

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R2(w; v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî, ââèäó íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (129), âûïîëíåíî limz→+0
f(z)
z

=
+∞. Ïîýòîìó,

(134) lim
t→−∞

w(t) = +∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çâåçäíîñòü ðåøåíèÿ f(z) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ñòðîãîé ìîíî-
òîííîñòè äðîáè f(z)/z êàê ôóíêöèè z, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ñòðîãîìó
óáûâàíèþ w(t). Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü òàêîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé γ âûïîëíåíî: v(t) =
w′(t) ≤ 0, òî åñòü êðèâàÿ îñòàåòñÿ â çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûõ çâåçäíûõ ðåøåíèé (133), äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî êðèâàÿ γ íå êàñàåòñÿ ãðàíè÷íîé ïðÿìîé ïîëóïëîñêîñòè W−. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F (w; v) ïîëå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû (133). Òîãäà âäîëü ïðÿìîé v = 0 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

F (w; 0) = (0;
a

w
(1 + w2)(1− w2)),

è, ñëåäîâàòåëüíî, âñþäó âíå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ w = ±1 ïîëå F (w; 0) îðòîãîíàëüíî
ïðÿìîé v = 0, ÷òî äîêàçûâàåò íàøå ïðåäïîëîæåíèå.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñòðîãîé îòðèöàòåëüíîñòè v âäîëü èíòåãðàëüíîé òðà-
åêòîðèè ãàðàíòèðóåò, â ñèëó (133), ñòðîãîå óáûâàíèå w(t). Ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ëåììà 6.3. Åñëè w(t) � íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (129) òàêîå, ÷òî w > 1 âñþäó,
òî w(t) � çâåçäíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà t0, â êîòîðîé w′(t0) = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ â (132) è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå ëåììû, áóäåì èìåòü

w′′(t0) =
a

w(t0)

(
1 + w2(t0)

)(
1− w2(t0)

)
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, t0 � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè w(t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (134) íà ïðîìåæóòêå (−∞; t0) äîëæåí ñóùåñòâîâàâòü
ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè w(t). Ïóñòü òàêîé òî÷êîé áóäåò t1, t1 < t0. Íî òîãäà
w′(t1) = 0, è, ïî äîêàçàííîìó âûøå, w′′(t1) < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ìèíèìàëü-
íîñòè w(t) â t1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (134), w′(t) < 0 ïðè âñåõ t è ïî ëåììå 6.1 çâåçäíîñòü
ðåøåíèÿ äîêàçàíà.

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äàííîãî ïàðàãðàôà áóäåò ñëåäîâàòü èç ñïðà-
âåäëèâîñòè ñëåäóþùåé ëåììû.
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Ëåììà 6.4. Çâåçäíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ((133)) ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà

a ≥ a0 =
3 + 2

√
2

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (133) èìååò åäèíñòâåííîå
â ïîëóïëîñêîñòè W0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ S: w = 1, v = 0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
ôóíêöèè f(z) = z è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäåò çâåçäíûì ðåøåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (129).

Äëÿ äàëüíåéøåãî êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (133) çàìåòèì, ÷òî ôàçîâûé
ïîðòðåò ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîðòðåòîì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð,
[5]). Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè S ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (133) èìååò âèä(

w′1
v′1

)
=

(
0 1
−4a −2a− 1

)(
w1

v1

)
,

ãäå w1 = w − 1, v1 = v � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â òî÷êå S, îòêóäà óðàâíåíèå äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë

(135) det

(
−λ −1
−4a −2a− 1− λ

)
= 0, λ2 + (2a+ 1)λ+ 4a = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè a > 0 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé è ïîýòîìó òî÷êà
S íåâûðîæäåííàÿ. Áîëåå òîãî, òàê êàê 4a > 0, òî îáà êîðíÿ èìåþò îäèíàêîâûé çíàê
âåùåñòâåííîé ÷àñòè è, ââèäó 2a + 1 > 0, îáà îòðèöàòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà S
ÿâëÿåòñÿ ëèáî óñòîé÷èâûì ôîêóñîì (åñëè äèñêðèìèíàíòD = 4a2−12a+1 îòðèöàòåëåí),
ëèáî óñòîé÷èâûì óçëîì (åñëè D ≥ 0).

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ãðàíèöà ïîëóïëîñêîñòèW0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ïðÿìîé äëÿ ñèñòåìû
(133) è, òåì ñàìûì, ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå èç ïîëó-
ïëîñêîñòè W0, îñòàåòñÿ òàì æå. Ó÷èòûâàÿ îòñóòñòâèå äðóãèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â
W0 êðîìå S, ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå èçW0, íåîáõîäèìî
ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ S.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < a < a0 = 2
√

2+3
2

. Òîãäà äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (135) îòðè-
öàòåëåí è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ

λ1,2 =
−(2a+ 1)± i

√
−D

2
ñ íåíóëåâûìè ðåàëüíûìè ÷àñòÿìè. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííîìó óñòîé-
÷èâîìó ôîêóñó â òî÷êå S. Ïóñòü íàéäåòñÿ çâåçäíàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ γ. Òîãäà
âáëèçè S îíà èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè è, òåì ñàìûì, ëî-
êàëüíûå êîîðäèíàòû w1 è v1 áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç èçìåíÿþò ñâîé çíàê ïðè ñòðåìëåíèè
γ ê S. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 6.2, ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (130). Èç ïðèâîäèìûõ äàëåå ðàññóæ-
äåíèé áóäåò âèäíî, ÷òî èñêîìîå çâåçäíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (133) ñîîòâåòñòâóåò ñåïàðà-
òðèñå ñåäëà, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.
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Ââåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

(136)

{
x = w−1

w+1

y = 1−w−v
1+w+v

Òîãäà óðàâíåíèÿ (133) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû êàê

dy

dx
= 2a

y − x
y + x

· 1 + y2

1− x2
.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèíèìàåò
âèä

(137)

{
x′ = −(y + x)(1− x2) ≡ P (x; y)
y′ = −2a(y − x)(1 + y2) ≡ Q(x; y)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè îáðàòíîãî ïåðåõîäà

(138) w =
1 + x

1− x
, v = −2

x+ y

(1 + y)(1− x)

îïðåäåëåíû âñþäó âíå ïðÿìûõ {y = −1}, {x = 1}, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íî
óäàëåííûì ïðÿìûì w + v = ±∞ è w = ±∞ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2(w; v). Áîëåå
òîãî, çàìåíà (138) èìååò íåíóëåâîé ÿêîáèàí âñþäó â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (137), íå ïåðåñåêàþùèå ýòè îñîáûå ëèíèè,
ïåðåõîäÿò â íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè (133).

Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèñòåìû (137).

(i) Åñëè (x(t), y(t)) � ðåøåíèå (137), òî (−x(t),−y(t)) è (1/x(t), 1/y(t)) � òàêæå
ðåøåíèå (137).

(ii) Êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (137) ñóòü òðè òî÷êè A(0; 0), B(1; 1)
è C(−1;−1). Âñå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ïðîñòûìè ñîñòîÿíèÿìè
ðàâíîâåñèÿ.

(iii) Ïðÿìûå x = ±1 âíå òî÷åê B è C ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ñèñòåìû
(137) (îñîáûìè ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå (133)).

Â ñèëó ëåìì 6.2 è 6.3, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå öåëîé èíòåãðàëüíîé
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (137), êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âíóòðè êâàäðàíòà {w > 1, v < 0} ïîñëå
çàìåíû (138). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî,
íàïðèìåð, ÷òîáû â íîâûõ êîîðäèíàòàõ íåêîòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ îñòàâàëàñü
â ïîëóïîëîñå {y > 0, 0 < x < 1}.

Îñîáàÿ òî÷êà A(0; 0). Ýòî åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (137), èìå-
þùåå êîíå÷íûé ïðîîáðàç S = (1, 0) â èñõîäíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2(w; v). Êàê
èçâåñòíî, íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà êîîðäèíàò íå ìåíÿåò õàðàêòåðà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, ïîýòîìó òî÷êå A ñîîòâåòñòâóåò óçåë. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîé òî÷êå ëèíåàðèçàöèÿ
ñèñòåìû (137) ïðèíèìàåò âèä(

x′

y′

)
=

(
−1 −1
2a −2a

)(
x
y

)
,

îòêóäà íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë

(139) det

(
−1− λ −1

2a −2a− λ

)
= 0, λ2 + (2a+ 1)λ+ 4a = 0.
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Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, äèñêðèìèíàíò ïîëîæèòåëåí è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå èìååò äâà êîðíÿ îäèíàêîâûõ çíàêîâ

λ1 =
−(2a+ 1) +

√
D

2
, λ2 =

−(2a+ 1)−
√
D

2

Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííîìó óñòîé÷èâîìó óçëó â òî÷êå A. Ñòàíäàðò-
íûìè ìåòîäàìè íàõîäèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ â òî÷êå A, îòâå÷àþùèå
λi ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì

y = kix, ki = |λi| − 1.

Çàìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî

(140) k2 > k1 =
2a− 1−

√
D

2
=

8a

2((2a− 1) +
√

(2a+ 1)2 − 16a)
>

8a

2 · 4a
= 1.

Îñîáàÿ òî÷êà B(1;1). Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå â ïóíêòå (i) ñèììåòðèè ñåìåéñòâà
èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â òî÷êå B.

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (137) â ýòîé òî÷êå ïðèíèìàåò âèä(
ξ′

η′

)
=

(
P ′x(B) P ′y(B)
Q′x(B) Q′x(B)

)(
ξ
η

)
=

(
4 0
4a −4a

)(
ξ
η

)
,

ãäå ξ = x− 1, η = y− 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ýòîé ñèñòåìû µ1 = 4 è µ2 = −4a < 0
ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî a òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ñåä-
ëîì. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî: ±(a+1; a) (îòòàëêèâàþùåå)
è ±(0; 1) (ïðèòÿãèâàþùåå).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ñåïàðàòðèñó, âûõîäÿùóþ èç ñåäëà B ñ íàïðàâëåíèåì (−a−1;−a)
è ïîêàæåì, ÷òî îíà ëåæèò ñòðîãî âíóòðè òðåóãîëüíèêà T = {0 < x < 1, x < y < k1x
(çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (140) k1 > 1).

Ïóñòü D(1; k1) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé y = k1x è x = 1 (ñì. ðèñ. 6.1). Ïî
íàøåìó âûáîðó, âáëèçè òî÷êè B êðèâàÿ σ èìååò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà a

a+1
< 1, ïîýòîìó

ñåïàðàòðèñà σ â îêðåñòíîñòè B âõîäèò â T . Ïîêàæåì, ÷òî σ âõîäèò â A, îñòàâàÿñü
âíóòðè T . Òàê êàê âíóòðè òðåóãîëüíèêà T íåò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé ñèñòåìû (137), òî
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû íàïðàâëåíî òðàíñâåðñàëüíî
âîâíóòðü òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí AB è AD. Äåéñòâèòåëüíî, ñòîðîíà BD
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû è, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè, íå
ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ñåïàðàòðèñîé σ âíå òî÷êè B.

Ðàññìîòðèì ëó÷ Lk: {y = kx, x > 0} äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî k. Òîãäà òàíãåíñ
óãëà íàêëîíà âåêòîðíîãî ïîëÿ (P ;Q) âäîëü Lk ðàâåí

tgα =
Q(x; y)

P (x; y)

∣∣∣∣∣
Lk

= 2a
kx− x
kx+ x

· 1 + k2x2

1− x2
= 2a

k − 1

k + 1
· 1 + k2x2

1− x2
.
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Âäîëü ñòîðîíû AB: k = 1, 0 < x < 1 âûïîëíåíî tgα = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
P (x; y) < 0 âñþäó â òðåóãîëüíèêå T . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå (P ;Q) íàïðàâëåíî ïî ãî-
ðèçîíòàëè âíóòðü òðåóãîëüíèêà âäîëü ñòîðîíû AB.

Ïóñòü k = k1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî k1 > 1, èìååì îöåíêó:

tgα = 2a
k1 − 1

k1 + 1
· 1 + k2

1x
2

1− x2
> 2a

k1 − 1

k1 + 1
= k1.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îòðèöàòåëüíîñòü ïåðâîé êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàêëþ-
÷àåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå íàïðàâëåíî âíóòðü T âäîëü ñòîðîíû AD.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèåé, èäóùåé èç B
â A, îñòàâàÿñü ñòðîãî âíóòðè óãëà DAB. Áîëåå òîãî, ñåïàðàòðèñà êàê èíâàðèàíòíîå
ìíîãîîáðàçèå íàñëåäóåò ãëàäêîñòü ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (137), à, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè B. Àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæèòü (èñïîëüçóÿ òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè) ñåïàðàòðèñó σ ÷åðåç ñåäëî B ìîæíî
ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñâîéñòâà â ïóíêòå (i). Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 6.4, à âìåñòå ñ íåé è
òåîðåìà 6.9 äîêàçàíû ïîëíîñòüþ.

4.5. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (95). Ñ ýòîé öåëüþ
çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñû σ âáëèçè òî÷êè A(0; 0) (ïðè t→
+∞) ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ èñêîìîãî çâåçäíîãî ðåøåíèÿ f(z) ïðè
z → +∞. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, âáëèçè A òðàåêòîðèÿ σ èìååò âèä êðèâîé,
êàñàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ (1, k1). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→+∞

y(t)

x(t)
= k1, ãäå lim

t→+∞
x(t) = 0.

Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòàì (v, w), èç (138) ïðè t→ +∞ ïîëó÷àåì

w(t) ≡ 1 + x(t)

1− x(t)
= 1 + 2x(t) + o (x(t)) ,

v(t) ≡ −2
x(t) + y(t)

(1 + y(t))(1− x(t))
= −2x(t)(1 + k1) + o (x(t)) ,

îòêóäà

w(t) = 1− 1

1 + k1

v(t) + o (v(t)) , t→ +∞.

Íàêîíåö, çàìå÷àÿ, ÷òî v(t) = w′(t), ïðèõîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ

w′(t) = (1 + k1)(1− w(t)) + o(w′(t)),

èëè limt→+∞
1−w(t)
w′(t)

= 1
1+k1

. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

w(t) = 1 + ce−(1+k1)t + o
(
e−(1+k1)t

)
äëÿ íåêîòîðîãî c.

Òàê êàê w(t) > 1 âñþäó, òî c > 0. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå ðàçëîæåíèå â (131), ïîëó÷èì

f(z) = z + cz−k1 + o
(
z−k1

)
, z → +∞.

Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 6.1 èìååì a = k − 1 è, ââèäó (140),

k1 =
2k − 3−

√
4k2 − 20k + 17

2
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(z) � ïðîôèëüíàÿ ôóíêöèÿ èñêîìîé çâåçäíîé ïîâåðõíîñòè, çàêëþ÷àåì,
÷òî òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

ut
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